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5.1.1. Estándares Básicos de Competencias . . . . . . . . . . 118
5.1.2. Derechos Básicos de Aprendizaje . . . . . . . . . . . . 124
5.2. Combinatoria en el aula . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
6. Contexto 141
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En este trabajo se hace un breve recorrido de algunos temas de Teoŕıa de
Números usando como catalizador cuatro preguntas básicas en torno a Divisi-
bilidad y Números Primos, Números de Ruth-Aaron, Particiones y Combina-
toria Enumerativa. Posteriormente se analiza la inclusión de estas temáticas
en el curŕıculo escolar colombiano y, a partir de la prueba diagnóstica apli-
cada a los estudiantes, se proponen varias actividades para desarrollar estos
temas en el aula.




In this paper, a brief tour of some issues of Number Theory is done using
as a catalyst four basic questions about Divisibility and Prime Numbers,
Ruth-Aaron Numbers, Partitions and Enumerative Combinatorics. Subse-
quently, the inclusion of these topics in the Colombian school curriculum is
analyzed and, based on the diagnostic test applied to the students, several
activities are proposed to develop these topics in the classroom.




Al mencionar la Teoŕıa de números (o la combinatoria) como una rama
de las matemáticas a la mayoŕıa de las personas, o preguntarles sobre los
temas que han estudiado respecto a esta, podremos encontrar con no mucha
dificultad que no recuerdan temáticas relacionadas; aun más allá, el nombre
de esta rama llega a generar predisposición sobre un área que puede ser muy
compleja y abstracta, alejada del mundano quehacer diario.
Actualmente en Colombia las Matemáticas escolares son fundamentadas en 5
componentes (denominadas pensamientos) básicos, que combinados estruc-
turan las aptitudes de los estudiantes en esta área. Es aśı que se tienen
en cuenta el Pensamiento numérico, el espacial, el métrico o de medida, el
aleatorio o probabiĺıstico y el variacional; estos a su vez (comúnmente) son
asociados a asignaturas espećıficas que profundizan en alguno de tales pen-
samientos, dejando de lado los demás.
De esta manera, a modo de mı́nimos básicos se plantean los Estándares
Básicos de Competencias [36]) y los Derechos Básicos de Apren-
dizaje [35], que establecen los conocimientos mı́nimos que debe poseer un
estudiante al llegar a un grado determinado de su educación. Como base de
su formación, los estudiantes estudian clasificaciones del mundo y ordenacio-
nes del mismo, incluyendo alĺı el aprendizaje de asociación de elementos de
un conjunto a una palabra propia de las matemáticas: cantidad, perfeccio-
nando la idea básica de contar. Esto último hace referencia al Pensamiento
Numérico planteado en el documento, el cual se va desarrollando a través de
los años haciendo alusión a diversos conjuntos numéricos y sus propiedades
en relación con unas u otras operaciones.
Al abordar los distintos conjuntos numéricos, en [36, p. 58] se tiene en cuen-
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ta que “para el estudio de los números naturales, se trabaja con el conteo
de cantidades discretas y, para el de los números racionales y reales, de la
medida de magnitudes y cantidades continuas”. Entendiendo el conteo como
la acción de contar en la primera acepción que nos da la RAE:
(Del lat. computãre). 1. tr. Numerar o computar las cosas considerándolas
como unidades homogéneas. Contar los d́ıas, las ovejas.
asociando, en forma de retah́ıla un número a un elemento particular de un
conjunto. Al dar por sentada esta acepción de conteo, se asume como evi-
dente cualquier referencia a este y del mismo modo al método utilizado para
efectuarlo.
Cabe señalar el uso de un método abreviado para contar conjuntos del mismo
tamaño al inducir la idea de multiplicación como suma abreviada, entendien-
do que la suma
3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 3︸ ︷︷ ︸
8 Veces
puede ser entendida como
8× 3,
permitiendo ahorrar tiempo al realizar tales sumas, pero sin ahondar en po-
sibles aplicaciones adicionales del mismo razonamiento. No es hasta el quinto
ciclo de enseñanza (Grados Décimo y Undécimo) que se vuelven a mencionar
formalmente otros procesos de conteo, pero ya no asociados al pensamiento
numérico, sino al aleatorio, presentando temas como permutaciones y com-
binaciones en forma de temas nuevos y ajenos a las construcciones realizadas
en años anteriores.
En contraste con la ausencia del estudio de métodos de razonamiento aritméti-
cos, se hace énfasis durante años a lo que probablemente constituye una de
las fobias en la formación en matemáticas para los escolares: el Álgebra.
Una de las principales dificultades que presentan los estudiantes al estu-
diar esta asignatura es la no-comprensión del uso de śımbolos genéricos para
representar cantidades desconocidas (particulares, ecuaciones) o propiedades
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universales (generales, reglas, teoremas) de números de distintas naturalezas.
En el presente documento se buscará una forma de estudiar distintos temas
relacionados con la Aritmética y la Teoŕıa de Números que permitan desarro-
llar métodos de razonamiento rigurosos en los estudiantes y, simultáneamen-
te, prepararlos o solventar algunas dificultades en ramas posteriores, según
los planteamientos curriculares de las Matemáticas. El documento se divide
en dos grandes partes: una dedicada al componente disciplinar mediante la
exploración de algunos problemas sabios1 que permitirán abordar distintos
ámbitos de las matemáticas y de otras ciencias; la segunda, el componente
didáctico, se dedicará al análisis didáctico de estas temáticas y la propuesta
de aplicación en el aula.
Los problemas mencionados no se presentan siguiendo una jerarqúıa espećıfi-
ca, pues algunos de los desarrollos realizados en torno a uno de ellos servirán
para analizar los otros. En aras de una óptima organización se presentará un
problema cada caṕıtulo, haciendo un recorrido histórico y disciplinar de cada
uno, apuntando a su solución. En cada uno se podrán encontrar referencias
a los demás problemas, mostrando los v́ınculos y puentes que pueden ser
construidos a través de (aparentemente) distintas vertientes académicas.
Cabe resaltar esto último como un ejemplo de la interconexión que sub-
yace a todo el trabajo cient́ıfico actual, pues este no está compuesto de islas
que funcionan independientemente de las demás; al contrario, es una inmensa
red de torrentes de doble v́ıa en constante movimiento, que se nutren de los
avances desarrollados a través de un océano cada vez más vasto.
Pregunta 1. ¿Existe un proceso eficiente que permita conocer la factoriza-
ción completa de un número entero cualquiera?
El primer caṕıtulo, El ADN de los números enteros: Divisibilidad
y Números Primos presenta un recorrido por los elementos más básicos
en torno a la relación de divisibilidad y primalidad de un número. Después de
un breve recorrido histórico se presentan algunos algoritmos, generalizaciones
y se muestra una pequeña introducción al estudio de la computabilidad de
un proceso, en particular, enfocado a la búsqueda de números primos y la
1Denominamos problemas sabios en este documento a problemas que permiten involu-
crar variedad de conocimientos, ramas y disciplinas.
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verificación de la primalidad.
Al final de este caṕıtulo se muestran varios tipos de números primos, como
son los primos de Mersenne, los números de Fermat y algunos casos especia-
les, mostrando el uso de la función σ(n) en la definición de números perfectos
y su relación con los números de Mersenne, incluyendo un breve análisis de
estos. Finalmente se cierra el caṕıtulo con la conjetura H de Schinzel, dejan-
do la puerta abierta al análisis de las propiedades de los números 714 y 715
en el segundo caṕıtulo.
Pregunta 2. ¿Qué propiedades especiales caracterizan a la pareja de núme-
ros 714 y 715?
En relación con la Hipótesis H de Schinzel se hace una breve reseña del es-
tudio de las propiedades de la dupla 714 - 715 y la aparición de estos números
como asunto atractivo a los matemáticos para luego presentar formalmente
los números de Ruth-Aaron. Se hace un análisis básico de las propiedades
de estas parejas, además de mostrar una propuesta de formación de tales
parejas usando como base la conjetura H.
Pregunta 3. ¿De cuántas formas puede ser expresado un número entero
positivo como suma de enteros positivos?
En este caṕıtulo se aborda el tema de las particiones de un número. Se
presenta la definición formal de este término, además de su corrrespondiente
simboloǵıa y representación gráfica. Se hace posteriormente una breve pro-
puesta de cálculo del número de particiones de un número recurrentemente,
además de dos formas de partición notables: la descomposición de un número
en números consecutivos, y otra de mayor interés (cuestión aun abierta en la
Teoŕıa de Números) como lo es la conjetura de Goldbach. El caṕıtulo cierra
presentando una aplicación sencilla de las particiones de un número en la
construcción de Cuadrados Mágicos.
Pregunta 4. ¿Cuántas trayectorias reticulares distintas conectan el punto
(0, 0) con un punto arbitrario con coordenadas enteras no negativas en el
plano N2?
Cerrando la primera parte del documento, el siguiente caṕıtulo, Con-
tando trayectorias: Técnicas de conteo aborda el problema del cálculo
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de trayectorias reticulares en el plano N2 teniendo en cuenta el orden alĺı
definido. Mediante la aplicación de distintas restricciones se deducen diver-
sas soluciones que abarcan temas como los principios básicos de conteo, el
triángulo de Pascal y el binomio de Newton. Se presentan los números com-
binatorios, de Catalán y de Delannoy, haciendo un breve análisis de estos,
además de una propuesta de solución al problema de Delannoy mediante el
uso de un tetraedro con propiedades similares al Triángulo de Pascal.
La segunda parte de este documento presenta un análisis didáctico de las
temáticas desarrolladas en los caṕıtulos anteriores. En el caṕıtulo 5, teniendo
en cuenta el curŕıculo escolar colombiano y la inclusión de los distintos temas
desarrollados en la primera parte: Números primos y divisibilidad, números
de Ruth-Aaron, particiones y enumeración de elementos.
El Caṕıtulo 6 presenta una breve descripción del contexto para el cual se
hace la propuesta (si bien puede ser adaptada y aplicada en otros espacios),
además de presentar un breve formulario de caracterización del grupo de
estudiantes en torno a sus expectativas en relación con la propuesta a desa-
rrollar. Al final de este Caṕıtulo se presenta la prueba diagnóstico a partir
de la cual se establece la secuencia de actividades mencionada mostrando un
breve resumen de las preguntas alĺı incluidas y las respuestas obtenidas.
Finalmente, el Caṕıtulo 7 desglosa las actividades propuestas (mostradas en
su versión final en los Anexos del documento) en cada una de las temáticas
presentadas en los problemas sabios anteriormente mencionados. Por últi-
mo, la sección 7.8 hace algunas pequeñas conclusiones respecto al trabajo
realizado, dejando la puerta abierta a la profundización en el estudio de las
propiedades de los números enteros y algunas recomendaciones sobre la apli-




Seleccionar temas de Teoŕıa de Números y estructurarlos en una secuencia
de actividades que permita fomentar y fortalecer el razonamiento matemático
en estudiantes de secundaria.
Objetivos Espećıficos
Recolectar información respecto a las actitudes, aptitudes y expectati-
vas que puede generar la propuesta en estudiantes de secundaria.
Realizar un trabajo de documentación y análisis en torno a algunos
temas de Teoŕıa de Números viables para trabajar en el aula de clase.
Seleccionar y sintetizar temas de teoŕıa de números que puedan ser
trabajados en el aula de clase para el desarrollo de pensamiento formal
en Matemáticas.
Organizar una secuencia de actividades en torno al estudio de temas
de Teoŕıa de números que permita fomentar e incentivar el desarrollo










En la Introducción de este documento se mencionaron tres problemas a
analizar; el presente caṕıtulo hará un recorrido en torno al primero de ellos: la
búsqueda de un método eficiente para factorizar un número entero arbitrario.
Es dif́ıcil, si no imposible, referirse al estudio de la Teoŕıa de Números sin si-
quiera mencionar los divisores de un número, sus múltiplos, o su primalidad.
Por tal motivo se presenta este caṕıtulo, que sirve como una introducción
al análisis de los aspectos ya mencionados, además de una excusa para pro-
fundizar en el estudio de propiedades numéricas, caracterizaciones, generali-
zaciones, y construcciones teóricas como lo son el concepto de Grupo o Anillo.
De manera informal, se dice que un número es primo si es divisible solo
por la unidad y él mismo (definición 1.2.2). El atractivo de estos números
se detendŕıa alĺı de no verificarse que cualquier entero positivo puede ser ex-
presado como un producto único de números primos, salvo permutaciones
(Teorema 1.2.2). Aśı, cada entero puede ser separado en sus bloques básicos
de manera única. De aqúı es natural hacerse una pregunta muy sencilla:
¿Hay un proceso eficiente que permita conocer la factorización completa de
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un número arbitrario?
La pregunta en śı misma es sencilla, pero su respuesta se extiende a través
de la historia de las matemáticas, aun en proceso al d́ıa de hoy.
1.1. Breve recorrido histórico
Tal como lo señala Sautoy [46], en el Instituto Real de las Ciencias Natura-
les de Bruselas se conserva un hueso que data del año 6500 a.C., denominado
hueso de Ishango, el cual es, al parecer, la evidencia más antigua del cono-
cimiento e interés humanos por los números primos. Se pueden ver en este
muescas que refieren a los números 11, 13, 17 y 19 , primos entre 10 y 20,
además de otras marcas con significados de naturaleza matemática. Si bien
puede ser solo una casualidad, la posibilidad permanece latente.
En las matemáticas egipcias, el cálculo de fracciones requeŕıa conoci-
mientos sobre las operaciones, la división de naturales y la factorización. Los
egipcios solo operaban con las llamadas fracciones egipcias, suma de fraccio-









por lo que las fracciones de numerador distinto de 1 se escrib́ıan como suma









). Es por ello que, en cierta manera, teńıan que conocer o intuir los
números primos.
Otros, como Sautoy [46], sostienen que la civilización china fue la prime-
ra en identificar los números primos: asociaban los números impares con el
hombre y los pares con la mujer; sin embargo daban un mayor grado de vi-
rilidad a los primos, al resistirse a ser descompuestos en números menores.
La primalidad de estos números se verificaba al hacer arreglos rectangulares
de n elementos: si un número es primo solo puede ser organizado en una fila
con n elementos; si es compuesto puede organizarse en un arreglo con más
de una fila (figura 1.1).
14 Divisibilidad y Números Primos
Figura 1.1: El 7 es un número viril al no poder ser ordenado en una cantidad
de filas y columnas mayor que 1, sin ningún sobrante. Se consideraba por
tanto afeminado al 21 que siendo impar, es ordenable en 3 filas y 7 columnas
(o viceversa)[46].
Sin embargo, el primero en presentar expĺıcitamente la idea de número
primo fue Euclides alrededor del año 300 a. C., quien en los Elementos, en
sus tomos VII a IX, define los números primos y demuestra que hay infinitos
de ellos (Teorema 1.3.1); además de definir términos como máximo común
divisor y mı́nimo común múltiplo y presentar un método para determinar-
los que hoy en d́ıa se conoce como el algoritmo de Euclides (sección 1.3.3).
Los Elementos contienen asimismo el Teorema Fundamental de la Aritméti-
ca (Teorema 1.2.2) y la manera de construir un número perfecto a partir
de un número primo de Mersenne (Sección 1.4). Contemporáneo a Euclides
fue Eratóstenes de Cirene, quien elaboró un método sencillo para encontrar
números primos eliminando de forma sucesiva los múltiplos de cada número
natural (sección 1.3.1).
En las épocas posteriores al auge griego (Roma, Edad Media) no se evi-
dencian grandes avances en torno al estudio de números primos, en palabras
de Gracián, [23, p. 92], La transmisión de esta ((cultura numérica)) se vio muy
entorpecida cuando se introdujo en los oscuros pasillos de la Edad Media. No
es hasta el inicio del Renacimiento que el interés en gran variedad de ciencias
y disciplinas, incluyendo la Teoŕıa de números.
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Como se mencionan Crandall y Pomerance [14, p. 31], Pierre de Fermat
formuló en el siglo XVII el pequeño teorema de Fermat, demostrado por pri-
mera vez por Euler un siglo después 1736. Adicionalmente, Fermat conjeturó
que todos los números de la forma 22
n
+ 1 eran primos (debido a lo cual se
los conoce como números de Fermat) y verificó esta propiedad hasta n = 4
(es decir, 22
4
+ 1 = 216 + 1), pero Euler demostró que el caso n = 5 (232 + 1)
es divisible por 641. En efecto, no se conocen números de Fermat mayores
que 216 + 1. En relación con la forma de estos números, el sacerdote francés
del siglo XVII Marin Mersenne investigó los números primos de la forma
2p − 1, siendo p un número primo; a estos valores se les conoce como núme-
ros de Mersenne (en la sección 1.4 se analizan estos números con más detalle).
Leonhard Euler desarrolló una gran cantidad de resultados en torno a los








+ · · · es diver-
gente y en 1747 demostró que todos los números perfectos pares son de la
forma 2p−1(2p−1), donde el segundo factor es un número primo de Mersenne
(para mayor desarrollo en torno a números perfectos, puede verse la sección
1.4.3).
A finales del siglo XVIII, tanto Gauss como Legendre estudiaron la distri-
bución de los números primos. Años después establecieron (de forma inde-
pendiente) que, cuando n tiende a infinito, el número de primos menores o
iguales que n se acerca a n
ln(n)
, donde ln(n) es el logaritmo natural de n.
Durante los siglos XIX y XX se desarrollaron algoritmos para saber si un
número es primo o no factorizando completamente su antecesor, p− 1, como
el test de Lucas-Lehmer, desarrollado a partir de 1856, el cual requiere del
conocimiento de los factores primos de p−1, o el test de Pépin para números
de Fermat (de la forma F = 22
k
+ 1), en 1877.
Cabe mencionar algoritmos como el test de Pocklington (1914), basado en
una factorización parcial de p − 1, es decir, p − 1 = FR, donde se conocen
los factores primos de F , que requiere F >
√
p. En 1975, Brillhart, Lehmer
y Selfridge desarrollaron un test de primalidad para el cual se requiere que
3
√
p < F <
√
p. El método más eficiente de este tipo es el test de Konyagin
y Pomerance del año 1997, que requiere que p
3
10 < F < p
1
3 ; una descripción
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mucho más detallada de estos tests puede ser encontrada en [14].
Desde la década de 1970 se han descubierto algoritmos para determinar si
cualquier número es primo o no con complejidad subexponencial, lo que per-
mite realizar tests de primalidad en números de miles de d́ıgitos, sacrificando
sin embargo la eficiencia en el proceso. Como ejemplos de estos algoritmos se
pueden mencionar el test APRT-CL (desarrollado en 1979 por Adleman, Po-
merance y Rumely, con mejoras introducidas por Cohen y Lenstra en 1984) y
el test de primalidad por curvas eĺıpticas (desarrollado en 1986 por S. Gold-
wasser, J. Kilian y mejorado por A. O. L. Atkin). El desarrollo más reciente
es el test de primalidad AKS (2002). En torno al estudio de tests de prima-
lidad se sugiere [14].
Desde mediados del siglo XX, se han encontrado números primos cada vez
más grandes, siempre usando sistemas electrónicos en la tarea. Los medios
digitales se han vinculado indeleblemente al descubrimiento de números pri-
mos. Debe resaltarse el proyecto GIMPS 1, una iniciativa colectiva en funcio-
namiento alrededor del mundo dedicada a la búsqueda de números primos
mediante el método de computación distribuida.
Cabe señalar que aun cuando los números primos se presentan muchas veces
como divertimento matemático sin ninguna utilidad práctica, se puede decir
que la sociedad actual está cimentada y protegida por los números primos.
Es ya conocido el uso de los números primos en la criptograf́ıa y la seguridad
informática, el desarrollo de la criptograf́ıa de clave pública, un ejemplo de
ello es el algoritmo RSA [33].
1.2. Divisibilidad
Para entrar en materia, se definirán algunos conceptos que servirán de
herramientas en la exploración de nuevos conceptos, que a su vez permitirán
la construcción de nuevas posibilidades.
El conjunto de múltiplos de un número n ∈ Z, Mn se define como
Mn = {m ∈ Z|m = kn, k ∈ Z}
1Great Internet Mersenne Prime Search, https://www.mersenne.org/
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Es decir, los números que se pueden obtener como producto de n y algún
otro entero k. De manera similar, se puede plantear el conjunto de divisores2
de n, Dn:
Dn = {d ∈ Z+|n = kd}, siendo k ∈ Z.
En otras palabras, Dn representará el conjunto de enteros positivos para los
cuales n es múltiplo suyo.
De este modo, el número 28 es un múltiplo de 7, que, léıdo en el sentido
contrario, se interpreta como que 7 es un divisor de 28. En particular,
M7 = {0,±7,±14,±21,±28,±35, · · · , 7k, ...} Donde k ∈ Z
D28 = {1, 2, 4, 7, 14, 28}
Claramente, el conjunto Mn es infinito; por otro lado, el conjunto Dn es
finito. Este último conjunto genera un mayor interés, al ser un conjunto de
elementos selectos en relación con n. De manera formal se define la relación
de divisibilidad como sigue [38, p. 11]:
Definición 1.2.1. Un entero n es divisible por otro entero d 6= 0 si existe
un entero k tal que n = kd, lo que se simboliza como d|n. En caso de que d
no sea divisor de n se representa como d - n.
En general, la cuestión de si un número es divisible por otro es una cues-
tión de mucho interés, aunque sencilla en śı misma. Para probar si el número
n es divisible por d basta con encontrar un número k ∈ Z tal que
n = kd+ r (1.1)
siendo r un entero tal que 0 ≤ r < d. Si r = 0, d es un divisor de n (también
k). Al proceso de identificar los valores k y r se le denomina Algoritmo de
la división [38, p. 11].
Por la relación 1.1 es fácil evidenciar que 1|n y n|n para todo n 6= 0:
n = 1 · n+ 0
2En este documento se restringe el conjunto de divisores a los enteros positivos, mientras
que el de los múltiplos abarca todo Z.
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Todos los divisores de n distintos a n se denominan divisores propios, mien-
tras que aquellos divisores de n distintos a 1 y él mismo se denominan divi-
sores no triviales. En este punto, cabe definir el concepto de número primo
[38, p. 19]:
Definición 1.2.2. Se dice que un entero p > 1 es un número primo, o
simplemente primo, en caso de que no exista divisor d de p que satisfaga
1 < d < p. Si un entero a > 1 no es primo, entonces se dice que es un
número compuesto.
Aśı, el conjunto P de los números primos contiene los valores:
P = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, ...}.
Antes de continuar el recorrido alrededor de los números primos, obsérvense
las siguientes propiedades de la relación de divisibilidad. Las variables a, b, d,
m y n representan números enteros arbitrarios, a menos que se haga alguna
salvedad particular [6, p. 14]:
Teorema 1.2.1. Para la relación de divisibilidad, dados los números d,m, n ∈
Z+ se pueden observar las siguientes propiedades:
a) n|n.
b) Si d|n y n|m, d|m.
c) Si d|n y d|m, se tiene que d|(an+ bm), con a, b ∈ Z
d) d|n implica que ad|an, con a ∈ Z− {0}.
e) Si se tiene que ad|an y a ∈ Z− {0}, d|n.
f) 1|n, para todo entero n.
g) Para todo n ∈ Z− {0}, n|0.
1.2.1. La función σ(n)
Se define la función divisor de n como sigue [6, p. 38]:
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Definición 1.2.3. Dado el conjunto Dn de divisores de un número entero
n:
Dn = {d1, d2, ..., dk},





correspondiente a la suma de las α-ésimas potencias de los divisores de n.
De este modo se tiene que:
σ1(15) = 1 + 3 + 5 + 15 = 24
σ1(28) = 1 + 2 + 4 + 7 + 14 + 28 = 56
σ1(100) = 1 + 2 + 4 + 5 + 10 + 20 + 25 + 50 + 100 = 217.
Aśı, el caso particular d(n) = σ0(n) corresponde al conteo de los divisores de
n (en algunos contextos es notada como τ(n); por el sentido intuitivo que da
d(n) se usará esta última), y σ1(n) corresponde a la suma de los divisores de
n. Aśı:
d(15) = 10 + 30 + 50 + 150 = 4
d(28) = 10 + 20 + 40 + 70 + 140 + 280 = 6
d(100) = 10 + 20 + 40 + 50 + 100 + 200 + 250 + 500 + 1000 = 9.
Puede observarse que d(n) ≤ n ≤ σ(n) para todo entero n.
Aśı, si d(p) = 2, se dice que p es un número primo, coincidiendo con la
definición 1.2.2.
1.2.2. El Teorema fundamental de la Aritmética
Tal como lo señalan Crandall y Pomerance [14] en su primer caṕıtulo,
los números primos son los bloques multiplicativos de construcción de los
números enteros [38, p. 19]:
Teorema 1.2.2. Para cada número entero positivo n existe una única fac-
torización de la forma
n = pα11 p
α2
2 · · · p
αk
k ,
siendo cada αi un entero positivo y p1 < p2 < · · · < pk números primos.
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Por supuesto, si n es primo, k = 1, α1 = 1 y p1 = n. Por otro lado, si
n = 1, k = 0 y por lo tanto se tendŕıa un producto vaćıo.
Demostración. Este Teorema tiene dos partes que demostrar, siendo la pri-
mera la existencia de tal factorización y la segunda la unicidad de esta.
Para la primera parte se puede demostrar por contradicción como sigue:
Supóngase que existe un entero z > 1 (si es igual a 1, corresponde al pro-
ducto vaćıo) para el cual no existe factorización en números primos. Hay dos
posibilidades:
El número no tiene divisores distintos a 1 y él mismo. Luego z es
primo y tiene una factorización única: él mismo. Lo que resulta en una
contradicción.
El número tiene divisores distintos a 1 y él mismo. Luego, si a|z, existe
un entero b tal que z = ab; se procede de manera similar para los
números a y b, lo que eventualmente debe terminar, pues hay una
cantidad finita de enteros positivos menores que z. Luego, z habrá sido
factorizado, lo que lleva nuevamente a una contradicción.
Por lo tanto, la única alternativa es que no existe tal valor z que no acepte
factorización.
Para demostrar la unicidad de la factorización de un número n, supóngan-
se dos productos distintos, p1p2 · · · pk y q1q2 · · · qr que generen a n:
n = p1p2 · · · pk = q1q2 · · · qr,
donde cada valor pi y qj es un número primo.
Ahora, puesto que p1 es un factor del producto del lado izquierdo de la
igualdad, es un divisor de dicho producto; ahora, debido a que el producto
de los qj es equivalente, también puede ser dividido por p1. Entonces p1 di-
vide a algún qj, o el producto de dos o más valores q equivale a p1.
Pero, debido a que tanto p1 como cada qj son números primos, p1 es igual a
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alguno de los qj. Se pueden cancelar a cada lado de la igualdad.
El razonamiento puede repetirse para cada pi, cancelando sucesivamente ca-
da factor de los dos productos, llegando a que efectivamente son iguales,
terminando aśı la demostración deseada.
Si bien la definición de número primo es sencilla, la secuencia de estos no
es fácil de predecir, por lo que se han ideado distintos métodos para verificar
si un número es primo. Bien a partir de la verificación de si tiene divisores
distintos de 1 y él mismo, del descarte del complemento de P (los números
compuestos), o la comprobación de si comparte divisores con valores menores.
1.3. Números primos y algunos métodos para
encontrarlos
Tal como se mencionó en la sección anterior, un número primo p es aquel
número entero para el cual se cumple d(p) = 2. De este modo, el conjunto P
de los números primos contiene a los números:
P = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, ...},
todo número con 3 o más divisores se denomina número compuesto. Cabe
señalar que 1 no es primo ni compuesto, siendo este de una categoŕıa distinta.
Si bien los números primos son cada vez más escasos, son infinitos. Se atribu-
ye a Euclides una primera demostración de la infinitud de este conjunto en la
proposición 20 del libro IX de los Elementos [26]. A continuación se presenta
una pequeña adaptación de este teorema en lenguaje actual, además de su
correspondiente demostración.
Teorema 1.3.1 (Teorema de Euclides). El conjunto P de los números pri-
mos es infinito.
Demostración. Supóngase que existe una cantidad finita de números primos,
el mayor de ellos pk. Def́ınase el número p#, denominado p primorial, corres-
pondiente al producto de todos los números primos menores o iguales que
p:
p# = 2 · 3 · 5 · 7 · · · pk−1 · pk (1.3)
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En particular, considérese el número P = p# + 1. Claramente, P no es
divisible por ninguno de los pi, luego, hay dos alternativas:
1. P es primo, lo que contradice la hipótesis, luego hay al menos un núme-
ro primo mayor que pk.
2. P no es primo, luego tiene factores primos. Pero puesto que no es
ninguno de los pi contabilizados, deben ser mayores que pk, lo que de
nuevo contradice la hipótesis.
Por lo tanto, no hay otra alternativa que descartar la hipótesis de la exis-
tencia de una cota superior para P .
A través de los siglos los matemáticos se han interesado en formas de encon-
trar una secuencia que permita caracterizar números primos sin necesidad de
probar uno a uno los valores hasta n (en el mejor de los casos, hasta
√
n).
1.3.1. La criba de Eratóstenes
Uno de los métodos más antiguos para la identificación de números primos
menores que un valor dado n se conoce como la criba de Eratóstenes [34, p.
106]:
1. Se inicia la escritura de todos los enteros positivos hasta n (la figura
1.2 muestra un ejemplo para n = 100). Por supuesto, se descarta el
número 1, al saber que este no es primo.
2. El siguiente valor libre es primo. Se descartan todos sus múltiplos. Este
paso se repite sucesivamente.




Por supuesto, este proceso no es dif́ıcil, pero se vuelve extenso conforme n
va creciendo.
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Figura 1.2: Iteraciones del proceso de la criba de Eratóstenes. Sucesivamente
se guarda el menor valor no descartado (a partir de 2), y se descartan los
siguientes múltiplos de este. Se descartan en cada una (respectivamente) los
múltiplos de 2, 3, 5 y 7. No es necesario aplicar el proceso para 11, pues
supera a
√
100 = 10. Imagen creada usando la herramienta Excel de Office.
1.3.2. Máximo Común Divisor y Primos relativos
En muchas ocasiones se desea conocer el máximo común divisor 3 de dos
números m y n, que como su nombre indica, corresponde al mayor valor d
que puede dividir a m y n [33, p.11]; de manera formal:
Definición 1.3.1 (Máximo común divisor). , Se dice que d es el máximo
común divisor de de los números m y n (notado gcd(m,n)) si y solo si se
cumplen las siguientes condiciones
1. d > 0,
2. d|m y d|n,
3. Si f |m y f |n, entonces f |d
Si gcd(m,n) = 1, se dice que m y n son primos relativos (o coprimos)
entre śı.
3g.c.d. por sus siglas en inglés: Greatest Common Divisor.
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Como ejemplos ilustrativos, se puede comprobar verificando los conjuntos
D15, D28 y D100 se tiene que:
gcd(15, 28) = 1
gcd(15, 100) = 5
gcd(28, 100) = 4.
Aśı, se concluye que 15 y 28 son primos relativos, pero 15 y 100 no lo son.
Claramente, si d|n se deduce que gcd(d, n) = d. Además si se tiene que
d|n y que gcd(d, n
d
) = 1 se dice que d es un divisor unitario de n. Como
consecuencia de esto, se puede deducir que gcd(n, 1) = 1 para todo n entero.
Ahora, el siguiente teorema establece que el Máximo Común Divisor de dos
números (o más) puede ser expresado como una combinación lineal de estos,
en efecto, es el menor número que cumple tal condición [34]:
Teorema 1.3.2. d = gcd(m,n) es el menor entero positivo que puede ser
escrito de la forma am+ bn, donde a, b ∈ Z.
Demostración. Sea S el conjunto de todos los enteros positivos que pueden
ser expresados como una combinación lineal de los enteros m y n. Obsérvese
que el conjunto S tiene al menos un elemento:
m = 1 ·m+ 0 · n; por lo que m ∈ S lo que lo hace un conjunto no vaćıo.
Aśı, sea d el menor valor de este conjunto. Para mostrar que d = gcd(m,n)
se analizarán dos aspectos: (1) que d|m y d|n, y (2) que cualquier divisor
común de m y n es también divisor de d.
1. d|m y d|n:
Puesto que d ∈ S, d = am+ bn para algún par de enteros a y b. Por la
ecuación (1.1), se sabe que existen enteros q y r tales que m = dq + r,
con 0 ≤ r < d; de este modo,
r = m− dq
= m− (am+ bn)q = m− am+ bnq
= (1− a)m+ (−nq)b
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De donde se deduce que r es una combinación lineal de m y n.
Si r > 0, r ∈ S. Puesto que r < d (el menor elemento en S), d no
es el elemento más pequeño en S, lo que conduce a una contradicción.
Por lo tanto r = 0, aśı m = dq y d|m. Un razonamiento similar es
aplicable para demostrar que d|n.
Aśı, se concluye que d es un divisor común de m y n. Ahora es ne-
cesario probar que es justo el mayor de tales divisores comunes.
2. Todo divisor común de m y n es también divisor de d:
Sea f ∈ Z un divisor de m y n; por lo tanto (inciso c del Teorema
(1.2.1)) f |(am+ bn) que es justamente d. En otras palabras, cualquier
divisor común de m y n divide también a d.
Aśı, d = gcd(m,n), lo que concluye la demostración deseada.
Corolario 1.3.1. Si a|bc pero gcd(a, c) = 1 se tiene que a|b.
Demostración. Si a|bc se tiene que bc = at, para algún t ∈ Z. Ahora, puesto
que gcd(a, c) = 1: ax+ cy = 1 para algún par de enteros x, y ∈ Z. Luego
bax+ bcy = b
bax+ aty = a(bx+ ty) = b,
de donde se deduce que, efectivamente, a|b.
De la relación ya mencionada en la definición 1.3.1 se puede establecer
una forma alterna de definir un número primo:
Definición 1.3.2. Un número n es primo, si gcd(n, k) = 1 para todo 1 ≤
k < n.
Hay distintas formas de calcular gcd(m,n). Una de ellas consiste en cons-
truir los conjuntos Dm y Dn, e identificar al mayor valor en Dm ∩ Dn. Sin
embargo, implica un alto costo en términos algoŕıtmicos, pues requiere de
la búsqueda de los divisores de m y n, para posteriormente comparar los
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conjuntos y seleccionar el mayor de ellos.
Como elemento final de este apartado es importante señalar el siguiente
teorema [34, p. 214]
Teorema 1.3.3. Si m y n son primos relativos, y r cualquier entero, se
verifica que r, r + m, r + 2m,...,r + (n − 1)m dejan residuo distinto al ser
divididos por n (por la ecuación (1.1) tales residuos son enteros positivos
menores o iguales que n− 1).
Demostración. Por la ecuación (1.1) se pueden expresar los números r y m
de la siguiente forma:
r = an+ s, con 0 ≤ s < n y a ∈ Z
m = bn+ t, con 0 ≤ t < n y b ∈ Z,
de tal modo que cada r + im, con 0 ≤ i ≤ n− 1, puede ser expresado como
r + im = (an+ s) + i(bn+ t)
= an+ s+ ibn+ it
= (a+ ib)n+ (s+ it)
Nótese que s+ it = cn+w para algún valor c ∈ Z y 0 ≤ w < n, de este modo
r + im = (a+ ib)n+ cn+ w = (a+ ib+ c)n+ w,
donde, para cada valor de i, se obtiene un residuo w distinto, lo que concluye
la demostración deseada.
Nótese que si bien los residuos para cada i son distintos, no significa que
siguen un orden particular conforme crece i.
1.3.3. El algoritmo de Euclides
Ya alrededor del siglo IV a.C. Euclides presentó una forma de calcular el
Máximo Común Divisor de dos números enteros m y n (en adelante notado
como gcd(m,n)) en el libro de los Elementos, sin embargo Odds [39, p. 17]
señala que existe evidencia de este método antes de ello.
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Para calcular gcd(m,n) se escribe la ecuación (1.1) que relaciona a los núme-
ros m y n:
m = a1n+ r1
Donde 0 ≤ r1 < n. De manera similar, se pueden relacionar los valores4 n y
r1:
n = a2r1 + r2
Con 0 ≤ r2 < r1. Sucesivamente se pueden escribir las ecuaciones
r1 = a3r2 + r3
r2 = a4r3 + r4
...
rk−3 = ak−1rk−2 + rk−1
rk−2 = akrk−1 + 0
Donde 0 < ri+1 < ri. y rk = 0.
El último valor no nulo, rk−1 es el gcd(m,n). Como ejemplo, tómense los
números 7140 y 715
7140 = 9 · 715 + 705
715 = 1 · 705 + 10
705 = 70 · 10 + 5
10 = 2 · 5 + 0
De donde se obtiene que gcd(7140, 715) = 5.
La función φ(n)
Si bien en diversas ocasiones desea conocerse si dos números comparten
divisores distintos de 1, también es atractivo el conocer cuántos números me-
nores que n son primos relativos a este ([34, p. 342]):
4En este caso se asume que cada uno de los valores ai, ri corresponde a un número
entero.
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Definición 1.3.3 (Función φ(n)). Se define la función φ(n) (o indicatriz)
como
φ(n) = |{k : gcd(n, k) = 1, 1 ≤ k < n, k ∈ Z+}|
donde |A| representa el número de elementos del conjunto A.
De la función φ(n) se pueden hacer algunas observaciones importantes
[34, C. VIII]:
Teorema 1.3.4. Dada la función φ(n) presentada en la definición 1.3.3 se
cumple que:
1. Si p es primo, φ(p) = p− 1.





, siendo k un entero
no negativo.
3. La función φ(n) es multiplicativa: si m,n ∈ Z+, φ(mn) = φ(m)φ(n).
Demostración. Puesto que el teorema anterior se divide en tres partes, se
hará el respectivo análisis para cada una:
1. Se observa fácilmente, pues si p es un número primo, sus únicos divisores
son los triviales (él mismo y la unidad), por lo que todos los enteros
positivos menores que p serán primos relativos con este.
2. Dado que p sea primo, los únicos valores de n para los cuales gcd(pk, n) 6=
1 son múltiplos de p. Estos son 1 · p, 2 · p, 3 · p, ..., pk−1 · p, es decir pk−1
valores no coprimos a p. De este modo, los demás pk−pk−1 = (p−1)pk−1
seŕıan primos relativos a este.
3. Por último, para probar que sim,n ∈ Z+, φ(mn) = φ(m)φ(n), constrúya-
se un arreglo de tamaño mn como se observa en la figura 1.3. Si r ∈ Z y
0 < r ≤ m cumple que gcd(r,m) = d , se cumple que d|r, d|m y d|mn.
Luego, si d > 0, ningún elemento de la columna r-ésima (de la forma
r+ im) es primo relativo de m, pues d|(r+ im). Luego, se contemplan
únicamente las columnas r-ésimas para las cuales gcd(r,m) = 1. Por
definición, hay φ(m) de ellas.
De este modo, hay φ(m) columnas que contienen números que son
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primos relativos con mn, cada una con elementos de la forma r + im.
Puesto que m y n son coprimos, y por el teorema 1.3.3, cada elemento
de la columna r deja un residuo distinto al ser dividido por n, resultan-
do primos relativos a este φ(n) de ellos. Aśı, hay φ(n) números primos
relativos a n, en φ(m) columnas, dando un total de φ(m)φ(n) números
coprimos a mn, lo que concluye la demostración deseada.
Figura 1.3: Arreglo de mn elementos distribuidos en n filas y m columnas.
Ahora, usando como base el Teorema Fundamental de la Aritmética (Teo-
rema 1.2.2) se puede deducir que
Teorema 1.3.5. Si n = pα11 p
α2
2 · · · p
αk
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1.3.4. Criterios de divisibilidad
Aunque se menciona la búsqueda de los divisores de un número, si este es
particularmente grande, ¿hay algún modo de reconocer de un simple vistazo
si algún número lo divide exactamente?
Existen filtros que permiten identificar si un número dado es múltiplo de
algunas cantidades particulares a partir de la simple observación de sus d́ıgi-
tos o la realización de operaciones entre ellos. A tales filtros se les denomina
Criterios de Divisibilidad5. En general se pueden establecer formas de deter-
minar si un número puede ser divisible por otro, pero conforme los divisores
van creciendo, el proceso puede volverse más y más extenso. A continuación
se hará un breve análisis de algunos criterios de divisibilidad entre núme-
ros primos usuales, como muestra del uso de tales filtros y, posteriormente,
se presenta un criterio de divisibilidad entre números primos analizando su
forma en base 10. Los criterios aqúı mostrados son adaptados6 de la sección
homónima de [47], tanto en sus enunciados como en sus demostraciones.
Números divisibles por 2
Si se observan los números enteros positivos divisibles por 2, fácilmente se
puede apreciar un patrón en ellos. Cada uno termina en alguno de los d́ıgitos
0, 2, 4, 6 u 8.
0 2 4 6 8
10 12 14 16 18
20 22 24 26 28
30 32 34 36 38
40 42 44 46 48
...
En general, se tiene que
5Divisibility test en inglés.
6El teorema 1.3.11 si bien no aparece entre los ya mencionados, es cierto que fue cons-
truido a partir de algunas pautas encontradas en el texto mencionado.
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Teorema 1.3.6 (Criterio de divisibilidad por 2). Un número es múltiplo de
2 si y solo si su representación decimal es de la forma 10d, 10d+ 2, 10d+ 4,
10d+ 6 ó 10d+ 8 para algún d ∈ Z.
Demostración. La propiedad es fácilmente generalizable si se observa que
10d = 2(5d)
10d+ 2 = 2(5d+ 1)
10d+ 4 = 2(5d+ 2)
10d+ 6 = 2(5d+ 3)
10d+ 8 = 2(5d+ 4)
Obsérvese que los números que terminan en 1, 3, 5, 7 ó 9 son de la
forma 10d + 2w + 1, con w ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, lo que descarta la posibilidad de
encontrar un múltiplo de 2 que termine en alguna de tales cifras. El teorema
1.3.6 caracteriza plenamente los múltiplos de 2.
Números divisibles por 5
Haciendo un ejercicio similar al del caso anterior, al observar los múltiplos
de 5 se puede inducir que todos los múltiplos de este número terminan en 0
ó en 5:
0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80,...
Teorema 1.3.7 (Criterio de divisibilidad por 5). Un número es múltiplo de
5 si y solo si su representación decimal es de la forma 10d ó 10d + 5 para
algún d ∈ Z.
Demostración. Todo entero n puede ser escrito de la forma n = 10d + u,
donde 0 ≤ u ≤ 9; de este modo, si n es múltiplo de 5:
n = 5k = 10d+ u = 5 · 2d+ u
Por el inciso b del Teorema 1.2.1), se debe cumplir que u es múltiplo de 5.
Puesto que 0 ≤ u ≤ 9, solo puede ser 0 ó 5.
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Números divisibles por 3
Para números primos distintos de 2 y 5 no es posible identificar mediante
la simple observación de una de las cifras del número a evaluar si este es
divisible entre p, por lo que deben verificarse distintas formas de determinar
los múltiplos de un primo con estas caracteŕısticas. Para el caso particular
p = 3:
Teorema 1.3.8 (Criterio de divisibilidad por 3). Un número es divisible
entre 3 si y solo si la suma de sus cifras (en su representación decimal) es
un múltiplo de 3.
Demostración. Todo entero positivo puede ser expresado de la forma
n = an10
n + an−110
n−1 + ...+ a210
2 + a110 + a0, con 0 ≤ ai ≤ 9 para cada i.
Ahora, sabiendo que 10 = 9 + 1:
n = an10
n + an−110
n−1 + ...+ a210
2 + a110 + a0
= an(9 + 1)
n + an−1(9 + 1)
n−1 + ...+ a2(9 + 1)
2 + a1(9 + 1) + a0.




























































2 + 2 · 9 + 1) + a1(9 + 1) + a0.
Obsérvese que cada término de cada expansión excepto el último, es un múlti-
plo de 9 y por tanto, múltiplo de 3 (9 = 3 · 3).
n = an(9bn + 1) + an−1(9bn−1 + 1) + · · ·+ a2(9b2 + 1) + a1(9 + 1) + a0
= 9anbn + 9an−1bn−1 + 9an−2bn−2 + · · ·+ 9a2b2 + 9a1
+(an + an−1 + an−2 + · · ·+ a2 + a1 + a0)
= 3k + (an + an−1 + an−2 + · · ·+ a2 + a1 + a0).
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Nuevamente, por el inciso b del Teorema 1.2.1), si 3|n se debe cumplir que
3|(an + an−1 + an−2 + · · ·+ a2 + a1 + a0)
Lo que concluye la demostración deseada.
Números divisibles por 11
Ahora bien, se puede observar que
102k − 1 =
(
102
)k − 1 = (102 − 1) ((102)k−1 + (102)k−2 + · · ·+ (102)1 + 1)
= 99
(
102(k−1) + 102(k−2) + · · ·+ 102·1 + 1
)
= 11 · 9
(
102(k−1) + 102(k−2) + · · ·+ 102·1 + 1
)
.
102k+1 + 1 = (10 + 1)
(




102k − 102k−1 + · · ·+ (−1)i10i + · · ·+ 102 + 1
)
.
Lo que significa que cada potencia par de 10 (es decir, de la forma 102k)
equivale a un múltiplo de 11 aumentado en 1; mientras que cada potencia
impar (de la forma 102k+1) es un múltiplo de 11 disminuido en 1. Aśı, cada
entero positivo puede ser expresado de la forma n = a2k10
2k + a2k−110
2k−1 +
· · · + a1101 + a0, con 0 ≤ ai ≤ 9 para cada i (si la mayor potencia de 10 en
el desarrollo es un número impar, claramente a2k = 0).
De este modo se tiene que
n = a2k10
2k + a2k−110
2k−1 + · · ·+ a1101 + a0
= a2k(11b2k + 1) + a2k−1(11b2k−1 − 1) + · · ·+ ai(11bi + (−1)i) + · · ·+ a0
= 11 (a2kb2k + a2k−1b2k−1 + · · ·+ a1b1)
+
(




Teorema 1.3.9 (Criterio de divisibilidad por 11). n es múltiplo de 11 si y
solo si la suma alternada de sus cifras es múltiplo de 11.
Como ejemplo ilustrativo de este método considérese el número
314159265358979323846264339
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3−1+4−1+5−9+2−6+5−3+5−8+9−7+9−3+2−3+8−4+6−2+6−4+3−3+9 = 22
Puesto que puede no saberse si 22 es múltiplo de 11, se repite el proceso
−2 + 2 = 0,
que es, en efecto, un múltiplo de 11. Obsérvese que una de las incomodidades
del proceso consistiŕıa en identificar qué d́ıgitos son positivos o negativos, sin
embargo no hay problema si se asigna el signo contrario a cada cifra, el
resultado solo variará en su signo, lo cual no afecta el hecho de ser o no
múltiplo de 11.
Números divisibles por 7
Teorema 1.3.10 (Criterio de divisibilidad por 7). Un número es divisible
entre 7 si y solo si, al separar su última cifra, multiplicarla por 2 y sustraerla
del número que forman las cifras restantes se obtiene un múltiplo de 7.
Como ejemplo de este criterio, tómese el número n0 = 50164476008283,
se obtiene la siguiente secuencia de resultados aplicando reiteradamente el
criterio:
n0 = 50164476008283
n1 = 5016447600828− 6 = 5016447600822
n2 = 501644760082− 4 = 501644760078
n3 = 50164476007− 16 = 50164475991
n4 = 5016447599− 2 = 5016447597
n5 = 501644759− 14 = 501644745
n6 = 50164474− 10 = 50164464
n7 = 5016446− 8 = 5016438
n8 = 501643− 16 = 501627
n9 = 50162− 14 = 50148
n10 = 5014− 16 = 4998
n11 = 499− 16 = 483
n12 = 48− 6 = 42
n13 = 4− 4 = 0
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Cada uno de los ni mostrados es calculado a partir del anterior; de aqúı se
puede ver que no solo 50164476008283 es múltiplo de 7, sino también los
números n1 hasta n13 lo son.
Puede notarse que no se presenta una demostración del teorema 1.3.10; antes
de ello se presenta un criterio de divisibilidad para un número primo p, dadas
ciertas condiciones.
Números divisibles por p
Antes de definir el criterio a tener en cuenta, se debe notar que todo
número primo p distinto de 2 ó 5 puede ser representado como
p = 10t+ v, con t ∈ Z y v ∈ {1, 3, 7, 9}.
esto se puede apreciar en la figura 1.2. Es fácilmente deducible sabiendo que
si termina en una cifra par es múltiplo de 2, y que si termina en 5 es múltiplo
de 5.
A partir de este punto se define la función
a(p) = ap =

t si v = 1
7t+ 2 si v = 3
3t+ 2 si v = 7
9t+ 8 si v = 9
(1.5)
Ahora bien, dado un número ni = 10di+ui, con di ≥ 0 y 0 ≤ ui ≤ 9 se define
ni+1 = di − uiap. (1.6)
Se puede observar además que
di = ni+1 + uiap,
y que, por lo tanto
ni = 10di + ui = 10(ni+1 + uiap) + ui
= 10ni+1 + ui(10ap + 1),
de donde se deduce que ni+1 < ni, y que nk ≤ p ≤ nk−1 para algún valor
k ∈ N. Luego, la secuencia {n0, n1, ..., nk} es finita.
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Teorema 1.3.11 (Criterio de divisibilidad por p). Dado un número primo
p tal que p - 10, y los valores ni = 10di + ui y ni+1 = di − uiap se tiene que
p|ni si y solo si p|ni+1 para 0 ≤ i < k.
Demostración. Parte 1. p|ni implica p|ni+1.
Debe notarse que si p|ni, existe q ∈ Z tal que ni = qp. Además
ni = 10ni+1 + ui(10ap + 1).
Dependiendo del valor de v vaŕıa el de ap. A saber
(i) Si v = 1, ap = t, entonces
ni = 10ni+1 + ui(10t+ 1)
= 10ni+1 + uip = qp
10ni+1 = (q − ui)p
Como p - 10, p|ni+1.
(ii) Si v = 3, ap = 7t+ 2:
ni = 10ni+1 + ui(10(7t+ 2) + 1)
= 10ni+1 + 70tui + 21ui
= i 10ni+1 + 7ui(10t+ 3)
= 10ni+1 + 7uip = qp
Luego, como en el caso anterior, p|ni+1, puesto que p - 10 (se
supone evidente esta conclusión para los dos siguientes casos).
(iii) Si v = 7, ap = 3t+ 2:
ni = 10ni+1 + ui(10(3t+ 2) + 1)
= 10ni+1 + 3ui(10t+ 7) = 10ni+1 + 3uip
(iv) Si v = 9, ap = 9t+ 8:
ni = 10ni+1 + ui(10(9t+ 8) + 1)
= 10ni+1 + 9ui(10t+ 9) = 10ni+1 + 9uip
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Por lo tanto, se cumple que para cada valor de p, si este divide a
ni, también lo hace para ni+1. Un ejemplo de esto es la obtención
de los valores a1 hasta a13 del caso de la divisibilidad por 7. Dicho
ejemplo es un caso particular en el que t = 0, v = 7 y a7 = 2.
Parte 2. p|ni+1 implica que p|ni
Este sentido de la demostración implica la utilidad del criterio de
verificación, pues al encontrar que efectivamente nk es múltiplo de
p, se puede asumir la divisibilidad de n0 entre p. Esta parte requiere
nuevamente de cuatro subprocesos dependiendo del valor de v.
esta vez asumimos que p|ni+1, es decir, que ni+1 = rp, para algún
r ∈ Z.
(i) Si v = 1, ap = t:
ni = 10ni+1 + ui(10t+ 1)
= 10rp+ uip = (10r + ui)p
Lo que equivale a decir que ni es múltiplo de p (nuevamente,
si se obtiene una expresión de la forma ωp, se sobreentenderá
que se ha obtenido un múltiplo de p).
(ii) Si v = 3, ap = 7t+ 2:
ni = 10ni+1 + ui(10(7t+ 2) + 1)
= 10rp+ 7ui(10t+ 3)
= 10rp+ 7uip = (10r + 7ui)p
(iii) Si v = 7, ap = 3t+ 2:
ni = 10ni+1 + ui(10(3t+ 2) + 1)
= 10rp+ 3ui(10t+ 7) = (10r + 3ui)p
(iv) Si v = 9, ap = 9t+ 8:
ni = 10ni+1 + ui(10(9t+ 8) + 1)
= 10rp+ 9ui(10t+ 9) = (10r + 9ui)p
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Lo que concluye la segunda parte de la demostración deseada, que
además como caso particular, demuestra el teorema 1.3.10 (donde
t = 0, v = 7 y a7 = 2).
El Teorema 1.3.11 puede ser usado con cualquier primo distinto de 2 ó
5; por ejemplo, puede ser usado con 3 y 11, pero por agilidad en el proceso
suelen usarse los criterios mostrados en los teoremas 1.3.8 y 1.3.9. La Tabla
1.1 muestra los valores de t, v y ap para los primos menores que 50.
p t v ap
3 0 3 2
7 0 7 2
11 1 1 1
13 1 3 9
17 1 7 5
19 1 9 17
23 2 3 16
29 2 9 26
31 3 1 3
37 3 7 11
41 4 1 4
43 4 3 30
47 4 7 14
Tabla 1.1: Valores usados para ejecutar el criterio de divisibilidad para un
primo p distinto de 2 y 5.
1.4. Primos de Mersenne
Como cualquier otra rama de las matemáticas, el estudio de los números
primos no es un estudio finiquitado. Aun queda gran cantidad de preguntas
y discusiones en torno a estos números, y varias propiedades que parecen
cumplirse en el conjunto de los números enteros, pero que se resisten a ser
demostradas en su totalidad. Aqúı se presentan algunas de ellas, invitando al
lector a profundizar en su estudio. Como recurso útil en la identificación de
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estos y otros problemas se recomienda el texto de Richard K. Guy [25], quien
hace una gran recopilación de los principales problemas aun sin resolver en
Teoŕıa de Números.
Entre los números primos, algunos han sido de especial atención para los
matemáticos, bien por su forma, su relación con otros números, por su uso,
e incluso algunos otros por su aparente primalidad. A continuación se hace
una presentación de algunos de los más reconocidos y de un pequeño análisis
en torno a ellos.
En el siglo XVII, el sacerdote Marin Mersenne planteó una serie de afirma-
ciones en torno a cierto tipo de números en Cognitata Physico-Mathematica
que han sido estudiados desde entonces; a tales números se les denomina
Números de Mersenne.
Mersenne observó que para algunos valores p primos Mp = 2
p − 1 también
es primo; aquellos valores Mp se denominan primos de Mersenne. Ejemplos
sencilos de este tipo de números son M2, M3, M5 y M7:
M2 = 2
2 − 1 = 3
M3 = 2
3 − 1 = 7
M5 = 2
5 − 1 = 31
M7 = 2
7 − 1 = 127,
que son números primos.
Puede observarse que si n es un número compuesto, esto es n = ab para








(2a)b−1 + (2a)b−2 + · · ·+ (2a)2 + (2a)1 + 1
)
es compuesto, debido a que tanto a como b son números mayores que 1. Por
lo tanto, no se puede obtener un número primo de la forma 2n − 1 si n es
compuesto. De este modo se concluye que
Teorema 1.4.1. Si 2p − 1 es primo, entonces p es primo.
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Debe tenerse en cuenta que el teorema no afirma que Mp es primo para
todo p primo, pues M11 = 2
11 − 1 = 2047 = 23 · 89. Por lo tanto, queda
abierta la pregunta de qué números primos hacen que Mp sea primo.
Mersenne mismo recopiló una lista de estos números, con p ≤ 257, y con-
jeturó que M257 era el mayor número primo de esa forma. Si bien algunos
números de la lista eran correctos, incluyó erróneamente los números M67 y
M257, que son compuestos, y quedaron por fuera de esta M61, M89, y M107,
que son primos. Sin embargo el error principal en su trabajo fue la suposición
de la existencia de una cota superior en la secuencia.
Si bien Mersenne estableció una ĺınea de trabajo que ocupaŕıa tanto a los ma-
temáticos de su época como los venideros, el problema de encontrar números
primos de la forma 2p − 1 está ı́ntimamente ligado al estudio de los números
perfectos (ver sección 1.4.3), ya analizados desde Euclides y los pitagóricos
2000 años atrás. Para un recorrido histórico detallado de estos se recomienda
[17].
La búsqueda de números primos de Mersenne se vio impulsada desde la
aparición de los sistemas digitales, cabe resaltar la importancia del proyecto
de computación distribuida GIMPS, fundado en 1996 por George Woltman,
usando un código de Lucas-Lehmer optimizado. Hasta septiembre de 1996
hab́ıan sido calculados un total de 34 números primos de Mersenne, el pri-
mer hallazgo de GIMPS fue en noviembre del mismo año. Desde entonces y
hasta ahora, se han encontrado 15 números de Mersenne adicionales (el más
reciente a la fecha fue en Diciembre de 2018), todos calculados por GIMPS.
La Tabla 1.2 muestra los números encontrados hasta la fecha (son mostrados
mediante su representación de la forma 2p − 1, pues si se desearan escribir
con todos sus d́ıgitos este documento se volveŕıa mucho más extenso, y tal
vez tedioso para el lector), la sucesión de números primos de Mersenne está
catalogada en la Enciclopedia electrónica de secuencias de enteros, (OEIS,
por sus siglas en inglés7) con el código A000668, mientras que la secuencia
de exponentes p para las cuales Mp es primo se encuentra como A000043.
7On-Line Encyclopedia of Integer Sequences.
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22 − 1 2107 − 1 29,689 − 1 2216,091 − 1 224,036,583 − 1
23 − 1 2127 − 1 29,941 − 1 2756,839 − 1 225,964,951 − 1
25 − 1 2521 − 1 211,213 − 1 2859,433 − 1 230,402,457 − 1
27 − 1 2607 − 1 219,937 − 1 21,257,787 − 1 232,582,657 − 1
213 − 1 21,279 − 1 221,701 − 1 21,398,269 − 1 237,156,667 − 1
217 − 1 22,203 − 1 223,209 − 1 22,976,221 − 1 242,643,801 − 1
219 − 1 22,281 − 1 244,497 − 1 23,021,377 − 1 243,112,609 − 1
231 − 1 23,217 − 1 286,243 − 1 26,972,593 − 1 257,885,161 − 1
261 − 1 24,253 − 1 2110,503 − 1 213,466,917 − 1 274,207,281 − 1
289 − 1 24,423 − 1 2132,049 − 1 220,996,011 − 1 277,232,917 − 1
282,589,933
Tabla 1.2: Números de Mersenne encontrados hasta diciembre de 2018.
1.4.1. Números dobles de Mersenne
Conociendo que Mn = 2
p − 1 es primo para algunos valores primos de p,
surge la pregunta de si, sabiendo que Mp es primo, ¿es 2
Mp−1 = MMp primo?
Puesto que un número de Mersenne Mp es primo solo si p es primo (con-
dición necesaria pero no suficiente), un número doble de Mersenne MMp es
primo solo si Mp es a su vez un número primo de Mersenne (nuevamente, la
condición no es suficiente pero śı es necesaria).
Los primeros valores de p para los cuales Mp es primo son
p ∈ {2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89}.
Sin embargo, se sabe que solo MM2 = M3, MM3 = M7, MM5 = M31 y
MM7 = M127 son primos (ver Tabla 1.2). Se han hallado factores primos para
MM13 , MM17 , MM19 y MM31 .
Aśı, el siguiente número a probar es MM61 = 2
2,305,843,009,213,693,951 − 1 que
tiene aproximadamente 6, 94× 1017 cifras, lo que escapa al poder de compu-
tación de cualquier test de primalidad conocido a la fecha (obsérvese que el
mayor número Mp conocido actualmente es 2
77,232,917 − 1); sin embargo, se
sabe que no tiene ningún factor primo menor que 4× 1033.
Los números dobles de Mersenne conocidos hasta la fecha están listados
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en la secuencia A077586 de OEIS:
MM2 = M3 = 7
MM3 = M7 = 127
MM5 = M31 = 2147483647
MM7 = M127 = 170141183460469231731687303715884105727.
1.4.2. Números de Fermat
De forma similar a los números de Mersenne, se tienen los números de
Fermat. Estos valores son de la forma Fn = 2
2n + 1. Los primeros de ellos
son:
F0 = 2
20 + 1 = 3
F1 = 2
21 + 1 = 5
F2 = 2
22 + 1 = 17
F3 = 2
23 + 1 = 257
F4 = 2
24 + 1 = 65537
Fácilmente se puede comprobar que cada uno de estos Fi son primos, por lo
que no es descabellado suponer que Fn es primo para todo valor de n. En
efecto, Fermat conjeturó esto último; sin embargo Euler demostró que F5 es
compuesto:
F5 = 2
25 + 1 = 232 + 1 = 4294967297 = 641 · 6700417.
De hecho, hasta hoy solo se conocen 5 números de Fermat que son primos
(los ya mostrados arriba), y se ha demostrado que Fn es compuesto para
6 ≤ n ≤ 32, si bien no se han logrado factorizar completamente para n > 11
[25, Problema A3] .
Hardy y Wright exploraron las posibilidades en torno a estos números,
y presentaron un argumento heuŕıstico que sugiere que hay una cantidad
finita de números primos de Fermat. Por otro lado, se ha conjeturado ([25,
Problema A3]) que los números de Fermat si bien son compuestos, son libres
de cuadrados, esto es, que son de la forma
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donde cada pi es distinto. En otras palabras Fn no es divisible por ningún
número cuadrado o potencia superior8.
Debido al interés que generan estos números se plantean varias preguntas,
entre las cuales resaltan:
¿Los únicos números primos de Fermat son F0, F1, F2, F3 y F4?
¿El conjunto de números primos de Fermat es finito?
Un análisis más elaborado en torno al problema de los números primos de
Fermat puede ser encontrado en [25], clasificado como A3. Por último, se
puede apreciar la relación entre los números de Mersenne y los números
perfectos, tal como se indica en el siguiente apartado.
1.4.3. Números Perfectos
Definición 1.4.1 (Suma aĺıcuota, [25]). Se define la suma aĺıcuota s(n) de
los divisores de n como la suma de los divisores propios de n. De manera
formal
s(n) = σ(n)− n. (1.7)
De este modo se tiene que
s(15) = 1 + 3 + 5 = 9
s(28) = 1 + 2 + 4 + 7 + 14 = 28
s(100) = 1 + 2 + 4 + 5 + 10 + 20 + 25 + 50 = 117.
Aśı, dependiendo de la relación de n con s(n), se pueden establecer tres
categoŕıas:
Si s(n) < n n, se denomina deficiente.
Si s(n) = n n, se denomina perfecto.
Si s(n) > n n, se denomina abundante.
8La sucesión de los números libres de cuadrados se puede encontrar listada en OEIS
con el código A005117.
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No es dif́ıcil encontrar números abundantes o deficientes, sin embargo, dada
su escasez, los números perfectos han sido más atractivos. La secuencia de
números perfectos incluye los números 6, 28, 496 y 8128,... Puede ser encon-
trada OEIS con el código A000396.
Se puede observar que los números van creciendo de forma acelerada, siendo
bastante tedioso encontrarlos uno a uno por tanteo. Sin embargo, como se
mecionó en el apartado 1.4, Euclides, en la proposición 36 del libro IX de los
Elementos demuestra el siguiente Teorema9
Teorema 1.4.2. Si p es un número primo tal que
p = 1 + 2 + 4 + · · ·+ 2n
Entonces 2np es un número perfecto.
Demostración. Puesto que p = 1 + 2 + 4 + · · ·+ 2n = 2n+1 − 1 es primo, los
únicos divisores propios de 2np son
{1, 2, 4, ..., 2n−1, 2n, p, 2p, 4p, ..., 2n−1p}
De este modo, su suma, s, es
s = 1 + 2 + 4 + · · ·+ 2n−1 + 2n︸ ︷︷ ︸
2n+1 − 1
+ (p+ 2p+ 4p+ · · ·+ 2n−1p)︸ ︷︷ ︸
p(2n − 1)
= p+ p(2n − 1) = p(1 + 2n − 1)
= 2np.
9Por supuesto, el enunciado realizado por Euclides no contaba con la notación actual;
a continuación se muestra una adaptación del enunciado original, a su vez traducido al
inglés en [26]:
Si se colocan tantos números como se desee, comenzando desde una unidad en
proporción doble de forma continua, hasta que su suma se convierta en un primo, y esa
suma es multiplicada por el número final, el producto será perfecto.
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1.4.4. Conjetura H
Antes de presentar la conjetura H, enunciada por Schinzel y Sierpinski en
1958 es necesario observar algunos enunciados importantes que permitirán
analizar adecuadamente tal hipótesis.
Teorema 1.4.3 (Dirichlet, [14]). Si, a, d son primos relativos, y d > 0, en-
tonces la progresión aritmética {a, a+d, a+2d, ...} contiene infinitos números
primos. En efecto, la suma de los rećıprocos de los primos contenidos en esta
progresión no es acotada.
Un ejemplo de sucesión de números enteros que contiene infinitos números
primos es la sucesión sn = 2n + 1, pues contiene todos los números impares
y, todos los números primos mayores que 2 son impares. Debe tenerse espe-
cial atención a la correcta lectura del teorema 1.4.3, pues se indica que en la
progresión hay infinitos números primos, más no que todos los elementos de
la sucesión lo son. Respecto a estas secuencias se recomienda como primer
acercamiento el problema A6 en [25].
Entre los números de la progresión sn = 2n + 1 se pueden encontrar núme-
ros primos para valores consecutivos de n. A estos pares de primos se les
denomina primos gemelos ; algunas parejas de primos gemelos son10
{(3, 5), (5, 7), (11, 13), (17, 19), (29, 31), (41, 43)...}.
Aśı como la conjetura de los números primos gemelos es solo un caso
especial de la conjetura de las ”k-uplas primas”, esta es a su vez un caso
especial de la hipótesis H.
Tal como se menciona en [14, p. 17], la conjetura de las k-uplas primas co-
mienza con la pregunta: ¿Qué condiciones en los enteros a1, b1, a2, b2, ..., ak, bk
aseguran que los números
q1 = a1n+ b1,
q2 = a2n+ b2,
...
qk = akn+ bk
10Las secuencias A001359 y A006512 de OEIS listan el menor y el mayor valor de
cada pareja de primos gemelos, respectivamente. La secuencia A001097 lista todos estos
números en una única secuencia.
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son simultáneamente primos para infinitos valores de n?
La conjetura de las k-uplas primas establece las siguientes condiciones:
Conjetura 1.4.1 ( Conjetura de las k-uplas primas). Si a1, b1, a2, b2, ..., ak, bk
son enteros tales que cada ai > 0, cada gcd(ai, bi) = 1, y para cada primo
p ≤ k hay algún entero n tal que p - (ain+ bi), entonces hay infinitos valores
n ∈ Z+ para los cuales (ain+ bi) es primo.
Obsérvese que la conjetura citada presenta cada qi a través de polinomios
lineales. La hipótesis H extiende tal conjetura a polinomios irreducibles con
coeficientes enteros ([14, p. 18]):
Conjetura 1.4.2 (Hipótesis11 H). Sean f1, f2, ..., fk polinomios irreducibles
con coeficientes enteros tales que el coeficiente principal de cada fi es positivo,
y que para cada primo p existe un entero n tal que p - fi(n). Entonces existen
infinitos n ∈ Z+ tales que fi(n) es primo.
En el caṕıtulo 2 (sección 2.3.2) se puede observar una aplicación parti-
cular de la conjetura H en la formación de números primos, de ser probada
cierta.
La búsqueda de números primos y comprobación de la primalidad de un
número arbitrario es un problema aún vigente que integra gran cantidad de
ramas de las matemáticas; se han ideado distintas formas de verificar estos,
como lo son los tests de primalidad, los cuales aun no han alcanzado su cul-
men y presentan dificultades en torno a su complejidad. Se recomienda la
lectura de [10], [14] y [33] para profundizar en tales detalles.
11En el texto original de Crandall y Pomerance se hace referencia a esta hipótesis con
dicho nombre propio, sin embargo alĺı mismo es etiquetada como una conjetura. Por respeto





En este caṕıtulo se hará una breve presentación en torno a la pregunta 2
indicada en la Introducción. 714 y 715 son números que en cierto modo resul-
tan arbitrarios para desarrollar una teoŕıa completa alrededor suyo, pero son
una evidencia bastante llamativa del proceso que puede ser seguido al iden-
tificar propiedades interesantes en números enteros (y de otros conjuntos).
Debe resaltarse que se usan aqúı en gran medida [37] y [20], encontrándose
aśı (incluso) una adaptación de tales art́ıculos. De manera similar, la sección
2.3 se vale de los planteamientos hechos en [37] como base en la proposición
de un conjunto general de polinomios en la búsqueda de números de Ruth-
Aaron.
En el mundo del béisbol, y aun fuera de él es reconocido George Herman
Ruth Jr., o mejor conocido como Babe Ruth. Fue un beisbolista norteame-
ricano de la primera mitad del siglo XX, entre 1914 y 1935. Fue uno de los
cinco primeros personajes incluidos en el salón de la fama del béisbol en el
año 1936, y fue declarado como el deportista del siglo por The Associated
Press. Terminó su carrera como beisbolista con el mayor récord de Homeruns
realizados, 714, superando a todos los existentes hasta el momento.
Dicho récord, considerado insuperable por muchos, se mantuvo por déca-
das, hasta que el 8 de abril de 1974, Hank Aaron romṕıa la marca con su
homerun número 715, frente a más de 53.000 espectadores presentes y otros
tantos miles a través de la televisión. Uno de aquellos era el matemático Carl
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Pomerance (quien relata esta historia en YouTube1, en el canal Numberphi-
le), quien se interesó en estos dos números récord; buscando una conexión
notable entre estos dos beisbolistas se preguntó:
¿Qué podemos decir acerca de los números 714 y 715?
2.1. Factorización
Al abordar propiedades de números naturales es común comenzar pen-
sando en sus factorizaciones. Tal como se vió en el caṕıtulo 1, la factorización
de un número natural n es única, salvo permutaciones. Para los números 714
y 715 se tiene que
714 = 2 · 3 · 7 · 17
715 = 5 · 11 · 13,
que a simple vista no muestran novedad alguna, sin embargo, al multiplicarlos
se tiene que 714 ·715 = 510510, número atractivo por la repetición de d́ıgitos,
pero que esconde una particularidad más interesante:
510510 = 714 · 715 = (2 · 3 · 7 · 17) · (5 · 11 · 13) = 2 · 3 · 5 · 7 · 11 · 13 · 17 = 7#
Donde 7# corresponde al producto de los primeros 7 números primos, tal
como se señalo en la ecuación (1.3).
A partir de este punto viene la pregunta: ¿714 y 715 son los únicos números
consecutivos que al ser multiplicados equivalen a k#, para algún k?
Sin mucha dificultad se puede comprobar que
2 · 3 = 6 = 3#
5 · 6 = 30 = 2 · 3 · 5 = 5#
14 · 15 = 210 = 2 · 3 · 5 · 7 = 7#
Son las únicas parejas de números consecutivos pequeños que cumplen tal
condición, siendo 714 y 715 la pareja más grande conocida. Por lo tanto, no
1Aaron Numbers - Numberphile, https://www.youtube.com/watch?v=aCq04N9it8U
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es esta la única pareja que cumple las condiciones mencionadas, pero cabe
otra: ¿Es la mayor de todas?
Tal pregunta aun es un problema abierto en matemáticas, para el cual ha
sido imposible encontrar un contraejemplo o una demostración. Según Carl
Pomerance, puede ser esto una consecuencia de la conjetura abc, que tampoco
ha sido demostrada hasta el momento2.
2.2. La función S(n)
Otra propiedad interesante de 714 y 715 viene dada teniendo en cuenta
la función S(n):
Definición 2.2.1. Si n = pa11 · pa22 · · · p
ak
k es la factorización completa de n
(cada pi es un número primo distinto y cada αi ∈ N) se define
S(n) = a1 · p1 + a2 · p2 + · · ·+ ak · pk (2.1)
Aśı se tiene que
S(714) = 2 + 3 + 7 + 17 = 29
S(715) = 5 + 11 + 13 = 29,
siendo esto una propiedad atractiva que genera una nueva pregunta: ¿Son
714 y 715 los únicos enteros consecutivos tales que S(n) = S(n+ 1)?
En efecto, 714 y 715 no son los únicos números que cumplen tal condición; sin
embargo caracterizan un conjunto de números: Los números de Ruth-Aaron.
Se dice que n es un número de Aaron si S(n) = S(n + 1). Aśı, un par
de Ruth-Aaron estará compuesto por los números n y n + 1. Los primeros
pares de Ruth-Aaron son:
(5, 6), (8, 9), (15, 16), (77, 78), (125, 126), (714, 715), (948, 949), (1330, 1331), ...
2En 2012 el matemático japonés Shinichi Mochizuki ofreció una demostración pa-
ra esta conjetura pero fue rechazada en el año 2018 por Peter Scholze (meda-
lla Fields 2018) y Jakob Stix. Respecto a esta refutación se recomienda la lectura
de https://www.quantamagazine.org/titans-of-mathematics-clash-over-epic-proof-of-abc-
conjecture-20180920/.
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Nótese que
125 = 53
126 = 2 · 32 · 7
Y que por lo tanto
S(125) = 3 · 5 = 15 = 2 + 2 · 3 + 7 = S(126)
estas parejas son infinitas, aunque raras dentro del conjunto de los números
naturales, esto es, el conjunto de pares Ruth-Aaron tiene densidad 0 en N.
El número menor de cada pareja en esta lista puede ser encontrado en OEIS
con el código A039752.
La función S puede ser definida de una forma distinta: puede ser calcula-
da sumando solo una vez cada primo distinto en la factorización de n (para
distinguir la función de la ecuación (2.1), se usará la notación S◦(n)). Esto
es
Si n = pa11 · pa22 · · · p
ak
k
S◦(n) = p1 + p2 + · · ·+ pk. (2.2)
Con esta condición se tendŕıan como parejas a los números:
(5, 6), (24, 25), (49, 50), (77, 78), (104, 105), (153, 154), (369, 370), (492, 493), (714, 715), ...
Una lista más extensa de estos números se puede encontrar en OEIS con el
código A006145.
Obsérvese que, bajo la definición de la ecuación (2.2),
S◦(125) = 5, mientras que S◦(126) = 15
Por lo que en este caso (125,126) no es un par de Ruth-Aaron. Y, de manera
similar, se tiene que
S(49) = 7 + 7 = 14 y S(50) = 2 + 5 + 5 = 12
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Por lo que S(49) 6= S(50) con la definición de la ecuación 2.1. Por lo tanto,
S◦(n) no resulta más estricta que S(n) o viceversa; de este modo, se podŕıa
pensar en la secuencia de pares Ruth-Aaron que se encuentren simultánea-
mente en las dos sucesiones (será representada aqúı como S∩(n)); los pares
alĺı incluidos son:
(5, 6), (77, 78), (714, 715), (5405, 5406), (26642, 26643), (52554, 52555), ...
La secuencia correspondiente a S∩(n) se encuentra en OEIS con el código
A039753. Dicha secuencia tiene, por supuesto, a la pareja 714-715.
Otras propiedades interesantes
Seguramente existan algunas propiedades que se escapan a la recopilación
presentada en este documento; sin embargo, se listarán algunas propiedades
llamativas en relación con las funciones σ(n) y φ(n), además de algunas
relaciones con números figurados.
2.2.1. σ(n) y φ(n)
En las secciones 1.2.1 y 1.3.3 se presentaron las funciones σ(n) y φ(n),
que juegan un papel muy importante y atractivo en el estudio de propiedades
de números enteros. A continuación se presentan algunas de las propiedades
del 714 y 715 relacionadas con estas funciones.
Con facilidad se puede observar que:





= 9, un cuadrado perfecto.
φ(σ(715)) = φ(1008) = 288
φ(σ(714)) = φ(1728) = 576 = 2 · φ(σ(715)), un cuadrado perfecto.
S(σ(714)) = S(1728) = 21 = S(1008) = S(σ(715)). Esta propiedad es
compartida por los números 6867 y 6868. Sin embargo (714,715) es la
menor pareja Ruth-Aaron que cumple esta propiedad.
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2.3. Un proceso para crear números de Ruth-
Aaron
Como ejemplo particular, (714, 715) no dejan de ser una anomaĺıa atrac-
tiva; resulta mucho más atractivo el identificar más números que cumplan
las propiedades ya mencionadas, y además, poder establecer un proceso que
permita encontrar parejas de números de Ruth-Aaron de manera precisa. En
esta sección se presentan dos procesos de este tipo; el primero, planteado por
los mismos autores ([37]) y el segundo como una ampliación del estilo de su
propuesta surgida durante el desarrollo de este trabajo.
2.3.1. Planteamiento de Nelson-Penney-Pomerance
Puesto que queda la pregunta de si existen infinitos números de Ruth-
Aaron, los autores iniciales del art́ıculo mencionado plantean la siguiente
regla de formación: Si x es un entero tal que
p = 8x+ 5
q = 48x2 + 24x− 1
r = 48x2 + 30x− 1
s = 2x+ 1
son números primos, se verifica que
pq + 1 = (8x+ 5)(48x2 + 24x− 1) + 1
= 384x3 + 432x2 + 112x− 4
= 4(96x3 + 108x2 + 28x− 1)
= 4(2x+ 1)(48x2 + 30x− 1) = 4sr.
Y además, puesto que p,q,r y s son números primos
S(pq) = p+ q = (8x+ 5) + (48x2 + 24x− 1)
= 48x2 + 32x+ 4
= 4 + (2x+ 1) + (48x2 + 30x− 1) = 4 + s+ r
= S(4sr) = S(pq + 1)
De donde se concluye que la pareja (pq, pq+ 1) es un par de Ruth-Aaron. De
aqúı se puede deducir que hay infinitos números de Ruth- Aaron, puesto que
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por la conjetura Schinzel (conjetura H, 1.4.2), hay infinitos números primos
de las formas p, q, r y s.
Ahora bien, queda la pregunta de si los polinomios aqúı mostrados son los
únicos que satisfacen las condiciones dadas. A continuación se presenta una
caracterización de los polinomios propuestos por Nelson, Penney y Pomeran-
ce en una familia más amplia que permite calcular números de Ruth-Aaron,
nuevamente teniendo en cuenta la conjetura H.
2.3.2. Una propuesta de formación de números de Ruth-
Aaron
Tomando como base los polinomios de la sección anterior, se busca una
forma de caracterizarlos dentro de una familia más amplia. Para ello, se
observa que el polinomio s es de la forma ax+ 1, y además:
p = 8x+ 1 = 4(2x+ 1) + 1 = 4s+ 1
q = 48x2 + 24x− 1 = 24x(2x+ 1)− 1 = 24xs− 1
r = 48x2 + 30x− 1 = 6x(8x+ 5)− 1 = 6xp− 1
= 6x(4s+ 1)− 1 = (24s+ 6)x− 1
Es decir, los polinomios q y r pueden ser formados a partir de s y p, por lo
que cabe la pregunta:
Dados los números primos de la forma s = ax+ 1 y p = ns+ 1 (con n siendo
un número primo, o 4), ¿Es posible identificar números primos q y r que
cumplan las siguientes condiciones?{
S(pq) = p+ q = n+ r + s = S(nrs)
pq + 1 = nrs
Claramente, si n es un número primo se tiene que S(nrs) = n + r + s. Es
interesante observar además que S(4) = 4, siendo este el único número no
primo con tal propiedad.
Tal sistema de ecuaciones puede ser solucionado, a saber:
q = (a2n2 − a2n)x2 + (an2 − an)x− 1
r = (a2n2 − a2n)x2 + (an2 − a)x− 1
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a n x Número de Aaron
1 2 2 77
2 4 3 14587
3 4 4 99163
3 4 26 23439931
Tabla 2.1: Valores de a, n y x que generan polinomios de la forma p, q, r y
s tales que S(pq) = p+ q = n+ r + s = S(nrs) y pq + 1 = nrs.
Para el caso particular del planteamiento de Pomerance, a = 2, n = 4 y x = 3
se obtienen los valores para p = 29, q = 503, r = 521 y s = 7, generando los
valores 14587 y 14588, para los cuales S(14587) = S(14588) = 532.
Un ejemplo distinto se puede obtener al hacer a = 3, n = 4 y x = 4 se
obtienen los números p = 53, q = 1871, r = 1907 y s = 13, generando la
dupla (99163,99164). La Tabla 2.1 muestra algunos valores de a, n y x que
generan pares de Ruth-Aaron. Después de hacer varios ensayos con distintos
valores para a, n y x se encuentran algunas veces los mismos números de
Aaron, pero mostrando la capacidad del algoritmo para encontrar valores de
la secuencia. Sin embargo, la verificación de las propiedades de los números
p, q, r y s depende de si estos resultan ser primos, caso bastante raro entre
todos los posibles resultados; de este modo, si bien el proceso es efectivo en
encontrar resultados aceptables, no es óptimo, pues como se vio en el caṕıtu-
lo anterior no hay un método conocido a la fecha que permita conocer de
manera eficiente la factorización de un número.
Pomerance mostró además que la cantidad de números de Ruth-Aaron que




Este problema se encuentra catalogado como B50 en [25].
Si bien este caṕıtulo se dedicó a la exploración de propiedades interesan-
tes en torno a los números 714 y 715 por su valor anecdótico, bien puede
hacerse con otros conjuntos de números (consecutivos o no). Se sugiere ex-





En este caṕıtulo se aborda la pregunta 3 indicada en la Introducción.
Se presentará el concepto de partición de un número y las formas usuales
de representarlas simbólica y gráficamente; posteriormente se hará una bre-
ve presentación de un método para calcular el número de particiones de un
número y algunas formas especiales de particiones que pueden ser atractivas
para su exploración en el aula. Finalmente se hace una breve presentación
de los cuadrados mágicos, en los cuales subyace la idea de partición de un
número en n partes.
En el caṕıtulo 1giró en torno a la descomposición de un número en fac-
tores primos. El Teorema 1.2.2 además estableció que la descomposición de
un número entero en factores primos es única. La operación alĺı involucrada
es la multiplicación, pero es natural preguntarse ahora: ¿De cuántas formas
puede ser separado un entero positivo usando como medio la operación suma?
El número 2 puede ser separado únicamente de dos formas:
1 + 1 = 2 + 0
Cuando una de las partes es 0, este no será presentado, pues es equivalente a
tener dos, cinco, o infinitas veces el 0 (la definición 3.2.1 elimina el problema
de los ceros en la expresión de una partición). De este modo, las particiones
de 2 se muestra como 1 + 1 y 2. Aśı, los números 1, 2, 3, 4 y 5 pueden ser
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separados de las siguientes formas (1, 2, 3, 5 y 7 formas, respectivamente):
1 = 1
2 = 1 + 1
3 = 1 + 1 + 1 = 2 + 1
4 = 1 + 1 + 1 + 1 = 2 + 1 + 1 = 2 + 2 = 3 + 1
5 = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 = 2 + 1 + 1 + 1 = 2 + 2 + 1
= 3 + 1 + 1 = 3 + 2 = 4 + 1 (3.1)
A este tipo de separaciones se les denomina particiones.
En su forma más simple, se entiende como partición de un número natu-
ral n a las distintas formas en las que este puede ser escrito como la suma de
números enteros positivos (escribiéndolos en orden descendente).
3.1. Acercamiento Histórico
Según [5], el estudio formal de las particiones de un número se remonta
al siglo XVII (1674) cuando G. Leibniz le pregunta a Bernoulli a través de
correspondencia si ha investigado el número de formas en las que un número
puede ser separado en dos, tres, o más partes; señaló el problema como dif́ıcil
pero de suma importancia. Para aquella época Leibniz usó el término número
de divulsiones para el número de formas en que un entero dado puede ser
expresado como la suma de enteros más pequeños.
Sin embargo, según [11], se pueden rastrear procesos de análisis de las par-
ticiones de un número en las distintas formas en las que puede obtenerse
ciertos resultados en juegos de dados. Teniendo en cuenta esto, se referen-
cian los casos de juegos de azar en el lanzamiento de dados cúbicos en Grecia,
Roma y la Alta Edad Media, como en peŕıodos aun más tempranos con el
caso de juegos de astrágalo1.
Durante la alta Edad Media se pueden encontrar estudios sistemáticos de
1El astrágalo es un hueso ubicado en el tobillo de distintos animales (incluyendo el
humano), que por su forma particular (cercana a un cubo) se usaba antiguamente como
dado en juegos de azar.
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Total Particiones Formas en las que puede ser obtenido
3 ó 18 1 1
4 ó 17 1 3
5 ó 16 2 6
6 ó 15 3 10
7 ó 14 4 15
8 ó 13 5 21
9 ó 12 6 25
10 u 11 6 27
Tabla 3.1: Particiones de números entre 3 y 18 en exactamente tres partes,
donde cada parte es menor o igual a 6.
tales juegos de dados; el poema Vetula2, escrito a mediados del siglo XIII.
En dicho poema se presentan las formas en las que un valor dado podia ser
obtenido al lanzar tres dados; la Tabla 3.1 muestra dicho recuento.
Tal como indica [32], si bien Leibniz no publicó muchos avances en torno a
las divulsiones, entre sus manuscritos no publicados se encuentra una gran
cantidad de tratamientos al respecto, usando términos como divulsiones, par-
ticiones o discerptiones para referirse al mismo conjunto de números. Sus
avances sirvieron de punto de apoyo para matemáticos como Hindenburg,
Euler y Boscovich; ya en el siglo XVIII Leonhard Euler presenta un estudio
sistemático de las particiones de un número, estableciendo aśı una rama for-
mal en el estudio de las Matemáticas, y particularmente, de la Teoŕıa aditiva
de Números.
A inicios del siglo XX, un matemático indio, Srinivasa Ramanujan, descono-
cido hasta entonces, identificó algunos patrones de congruencia en el número
de particiones de números de distintas formas, además de establecer varias
series que permiten conocer de manera precisa el número de particiones de un
entero dado; un ejemplo notable de estos aportes se conoce como el método
2En torno a este poema, algunos matemáticos e historiadores sostienen que es en este
manuscrito donde se formalizan por primera vez los análisis de tipo probabiĺıstico en la
cultura occidental (alrededor de 400 años antes de la célebre correspondencia entre Fermat
y Pascal a este respecto, que precedió a la axiomatización de la rama de las matemáticas
actualmente conocida como probabilidad); se recomienda la lectura de [8] a este respecto.
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del ćırculo, desarrollado en conjunto con G. Hardy en 1918. Dicho método
fue mejorado por matemáticos posteriores como Davenport y Vinogradov.
3.2. Definición, notación y representación
Se define una partición como sigue:
Definición 3.2.1 (Partición, [5]). Una partición de un entero positivo n
es una sucesión finita decreciente de enteros positivos λ1, λ2, ..., λr tales que∑r
i=1 λi = n. Cada uno de los λi se denomina parte de la partición.
Al número de particiones de un número n se le denotará mediante la
expresión p(n). De este modo, tomando como base el conjunto de ecuaciones






Claramente, por la definición 3.2.1, p(n) = 0 si n < 0. Por otro lado, p(0) = 1;
esto se explica teniendo que la única partición de 0 es justamente la partición
vaćıa.
No debe caerse en una generalización precipitada al momento de determinar
la cantidad de particiones de un número mediante las igualdades anteriores.
Estas podŕıan inducir a pensar que este número crece relativamente despacio,





En OEIS esta sucesión se puede encontrar como A000041.
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3.2.1. Notación
Ahora bien, si λ es una partición de n, se representará mediante alguna




Si una partición λ determinada tiene partes repetidas, se escribirán como
potencias de estas, excluyendo aquellas que tengan exponente 0, y omitiendo
la escritura de este en caso de ser 1. Por ejemplo, la partición de 25, λ =
(5, 3, 3, 3, 3, 2, 2, 2, 1, 1), será escrita como sigue:
λ = (5, 3, 3, 3, 3, 2, 2, 2, 1, 1) = 〈12, 23, 34, 40, 51〉 = 〈12, 23, 34, 5〉 ` 25
3.2.2. Diagramas de Young
Ahora, si (λ1, λ2, ..., λk) ` n, esta puede ser representada mediante un
diagrama de puntos, alineados a la izquierda, donde cada parte es identifi-
cada mediante un salto de renglón. A dicha representación se le denomina
Diagrama de Ferrers de λ:
Figura 3.1: Diagrama de Ferrers de 〈7, 4, 3, 1〉
De manera formal, se construye un diagrama de Ferrers en el plano Z2
siguiendo la siguiente regla
Definición 3.2.2. Un punto (i, j) ∈ Z2 pertenece a la partición 〈λ1, λ2, ..., λr〉
si y solo se cumplen las siguientes condiciones:
1. 0 ≤ j ≤ n− 1
2. 0 ≤ i ≤ λn−j − 1
60 1+1=2
Figura 3.2: Diagrama de Young correspondiente a 〈7, 4, 3, 1〉
Figura 3.3: Diagramas de Young para las particiones de los primeros 7 núme-
ros naturales
Figura 3.4: Diagramas de Young para las particiones de 8 y 9
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Figura 3.5: Diagramas de Young para las particiones de 10
Si la misma partición es representada mediante cuadrados adyacentes en
vez de puntos, se le denomina un Diagrama de Young de λ: En las figuras
3.3, 3.4 y 3.5 pueden apreciarse los diagramas de Young posibles para n ≤ 10,
los cuales fueron elaborados usando la cuadŕıcula predeterminada de Excel.
El estudio de las particiones de un número es un área en śı misma; por
este motivo requiere de una gran profundidad en su desarrollo, y consecuen-
temente, requiere de gran extensión. Por la intención de este documento, se
prestará atención a algunas particiones especiales que servirán de apoyo en el
planteamiento de las actividades del caṕıtulo 7. Se puede hacer un recorrido
mucho más detallado y profundo en [4], [5] y [48].
3.3. Partes especiales
Después de analizar las formas en que un número n puede ser descom-
puesto en distintos números enteros, surge la pregunta: ¿hay modos especiales
de sumas que generen al número n?
En esta sección se presentarán algunas de estas formas, agregando interés
a la cuestión de las particiones.
3.3.1. Sumandos consecutivos
Con facilidad se puede apreciar que 6 = 1 + 2 + 3, 10 = 1 + 2 + 3 + 4, o
que 100 = 18 + 19 + 20 + 21 + 22. Naturalmente, cabe hacerse las siguientes
preguntas:
1. ¿Hay alguna condición espećıfica para que un número no pueda ser
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descompuesto en k partes consecutivas?
2. ¿Es posible encontrar todas las secuencias de números enteros posi-
tivos consecutivos que sumados equivalen a un número arbitrario n?
¿Cuántas de estas pueden ser construidas?
Si bien tales preguntas se presentan de forma separada, el proceso de búsque-
da de una respuesta las entrelaza, llevando a un buen término la empresa.
k partes consecutivas
Si k números enteros consecutivos (siendo el primero de ellos a) suman n
debe verificarse que
a+ (a+ 1) + (a+ 2) + · · ·+ (a+ (k − 2)) + (a+ (k − 1)︸ ︷︷ ︸ = n.
k enteros
De este modo se tiene que:
n = a+ (a+ 1) + (a+ 2) + · · ·+ (a+ (k − 2)) + (a+ (k − 1)
= a · k + (k − 1) · k
2







De lo anterior se deduce que k · (a + k−1
2
) debe ser una factorización de
números enteros3 de n, y que k debe ser un divisor4 (en principio) de n. Aśı,
si n es un número impar no debeŕıa haber una secuencia con un número par
de sumandos que dé n.
Obsérvese que la fracción k−1
2
indica que, para que se obtenga alĺı un núme-
ro entero, k debe ser un número de la forma 2p + 1, en otras palabras, un
número impar (en principio). Sin embargo, debe tenerse en cuenta que es
posible que si k es un número par, la suma a + k−1
2
no es un número entero
pero en la multiplicación sigue obteniéndose n.
3Nótese el texto cursivo en la palabra debe de esta oración.
4Esta propiedad se analizará con más detalle en la subsección 3.3.2
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a = v − k − 1
2
(3.3)
a+ 1 = v − k − 1
2
+ 1















+ 1 = v + 1
...
a+ (k − 2) = v + k − 1
2
− 1
a+ (k − 1) = v + k − 1
2
(3.4)
Nótese que los números de la secuencia se agrupan en torno a v, siendo
simétricos a derecha e izquierda5. A continuación se demostrará que si bien
siempre es posible determinar una secuencia de k sumandos que generen el
número n, siendo k divisor impar de n, también es posible (dadas algunas
condiciones especiales) generar una secuencia con un número par de términos
y que además k no sea divisor de n.
3.3.2. 2j sumandos
Antes de iniciar véase la ecuación 3.2, y despéjese el valor a; Ahora si
n = 2ma1a2 · · · as y se elige k = 2m+1 · p, con p divisor impar de n se tiene
5Por ejemplo, si hay 7 sumandos, habrán 3 términos a la izquierda de v y 3 términos



























+ 2m · p
Ahora, puesto que p es un divisor entero de n y 2m también, el cociente n
2m·p
es un número entero impar (porque 2m ha anulado todas las potencias de
2 de la factorización de n). Si a dicho cociente se le resta 1, se obtiene un
número par, que al dividirse entre 2 da un número entero. Al sumarlo con
otro entero (2m · p), se obtiene un número entero (a).
El razonamiento anterior puede ser sintetizado como se muestra a continua-
ción:
Teorema 3.3.1. Si la factorización de n es
n = 2ma1a2 · · · as
y desea construirse una secuencia de k enteros consecutivos (k número par)
debe cumplirse que
k = 2m+1 · p (3.5)
donde p es un divisor (impar) de n.
Debe observarse además que 2m+1 · p no es divisor de n, de este modo
es posible tener secuencias con un tamaño mayor que el propio número; en
efecto, la cadena más larga posible tendŕıa 2n sumandos (comenzando en
1 − n y terminando en n, úsense las ecuaciones (3.3) y (3.4) para verificar
esto). Si en la factorización realizada en la ecuación (3.5) se usa k = 2m+1 · p,
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se verá que a+ k−1
2
no es un número entero:

















Adicionalmente, como consecuencia trivial de las factorizaciones realizadas,
se puede observar que el Teorema 3.3.1 no puede ser extendido a potencias
de números distintos a 2. Aśı, para el número 1′000,000 se puede observar
que
1′000,000 = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 5 · 5 · 5 · 5 · 5 · 5 = 26 · 56.
Por los resultados obtenidos en la sección anterior, es posible (en teoŕıa)
contar con secuencias de 1, 5, 25, 125, 625, 3125 y 15625 sumandos si k es
impar. Si k es par, debe ser de la forma 26+1 ·p = 27 ·p = 128p; aśı, es posible
determinar secuencias de 128 · 1 = 128, 128 · 5 = 640, 3.200, 16.000, 80.000,
400.000 y 2’000.000 sumandos consecutivos. Usando las ecuaciones (3.3) y
(3.4) se determinarán los sumandos primero y último de cada secuencia. Se
deja al lector la verificación de estas. La Tabla 3.2 muestra los valores primero
y último de cada suma. Puesto que en el enunciado propuesto únicamente
son permitidos números enteros positivos, las secuencias solución6, son 7;
estas se pueden apreciar en la Tabla 3.3.
3.3.3. La Conjetura de Goldbach
En una carta a L. Euler, en 1742 Goldbach, manifestó su creencia de que
todo entero mayor que 5 es suma de tres números primos. La respuesta de
Euler se convirtió en le que hoy conocemos como la conjetura de Goldbach
[25]:
Conjetura 3.3.1 (Conjetura de Goldbach). Todo número par mayor que 2
es suma de dos primos.
6Nótese que si k >
√




2 es necesario tener una cantidad de sumandos a izquierda menor que
√
n
2 , lo cual
es imposible
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Tabla 3.2: Formas en las que puede ser expresado 1000000 como suma de k
números enteros consecutivos.








Tabla 3.3: Formas en las que se puede obtener 1000000 como suma de enteros
positivos consecutivos.
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Como ejemplo de esta afirmación se puede observar que (por mencionar
algunos casos)
4 = 2 + 2
6 = 3 + 3
8 = 5 + 3
10 = 7 + 3 = 5 + 5
12 = 7 + 5
100 = 97 + 3 = 89 + 11 = 83 + 17 = 71 + 29 = 59 + 41 = 53 + 47
2018 = 2011 + 7 = 1999 + 19 = 1987 + 31 = 1951 + 67 = 1879 + 139
= 1867 + 151 = 1861 + 157 = 1789 + 229 = 1777 + 241 = 1747 + 271
= 1741 + 277 = 1669 + 349 = 1621 + 397 = 1609 + 409 = 1597 + 421
= 1579 + 439 = 1531 + 487 = 1471 + 547 = 1447 + 571 = 1399 + 619
= 1327 + 691 = 1291 + 727 = 1279 + 739 = 1249 + 769 = 1231 + 787
= 1051 + 967 = 1021 + 997 = 1009 + 1009
Por supuesto, la suma no necesariamente es única, como se puede apreciar
(por ejemplo) para n = 10, n = 100 ó n = 2018. En efecto, la conjetura ha
probado ser cierta para números menores o iguales a 1018, y la comunidad
matemática en general es optimista respecto a su veracidad; sin embargo
aun no ha sido generalizada a cualquier número arbitrariamente grande de
manera formal.
Si bien todav́ıa no existe una demostración de la conjetura, se han ade-
lantado varios avances al respecto, por ejemplo: se sabe que todo número par
puede ser expresado como la suma de no más de 6 números primos. Y, como
indica Vinográdov, todo número par lo suficientemente grande requiere de
un máximo de cuatro números primos. En 1966, Chen Jing Run mostró que
todo número par suficientemente grande puede expresarse como suma de un
primo y un número que tiene máximo dos factores primos.
En el año 2000 se ofreció un premio de un millón de dólares a quien pu-
diese demostrar la conjetura de Goldbach antes de abril de 2002, a v́ısperas
de la publicación del libro El t́ıo Petros y la conjetura de Goldbach, de Apos-
tolos Doxiadis. Como puede intuirse, no hubo acreedor para tal premio.
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La conjetura débil de Goldbach
La conjetura 3.3.1 formulada por Euler en respuesta a su carta se conoce
como conjetura fuerte, mientras que el enunciado original escrito por el primer
remitente se considera la conjetura débil de Goldbach (o conjetura ternaria
de Goldbach [14, p. 19]):
Conjetura 3.3.2 (Conjetura débil de Goldbach). Todo número impar mayor
que 5 puede expresarse como suma de tres números primos.
A estas dos conjeturas se les asigna el apelativo de fuerte y débil, pues la
demostración de la primera implicaŕıa inmediatamente la segunda, a saber:
todo número impar n puede ser expresado como n = 2k+ 3 (k ∈ Z+), luego,
si 2k puede ser expresado como suma de dos primos, basta con sumar 3 para
obtener n. En general, al decir Conjetura de Goldbach, se hace referencia a
la conjetura 3.3.1.
En el año 2013 el matemático peruano Harald Helfgott presentó una de-
mostración de la conjetura débil de Goldbach, ascendiéndola a la categoŕıa
de Teorema7 [27].
En algunas ocasiones se desea conocer cuántas particiones posibles hay para
un número dado en k partes distintas. De manera similar, se puede plantear
buscar un conjunto de particiones con la misma cantidad de partes distin-
tas, de tal manera que sumen lo mismo, todo ello dispuesto en una figura
geométrica, por ejemplo, un cuadrado.
A continuación se hace una breve presentación de estos, además de un par
de métodos de construcción para algunos de ellos.
3.4. Cuadrados Mágicos
Se entiende por Cuadrado mágico un arreglo de los números 1,2,3,...,n2
en un cuadrado de lado n, de tal manera que la suma de cada fila, columna o
diagonal sea igual a
n(n2 + 1)
2
. Esto se puede deducir al notar que puesto que
un cuadrado mágico contiene todos los números naturales comprendidos entre
7https://arxiv.org/pdf/1312.7748.pdf
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1 y n2, la suma de todos ellos debe ser n
2(n2+1)
2
. Puesto que cada fila y columna











Que corresponde al valor que suma cada fila y columna de un cuadrado mági-
co. A este valor se le denomina constante mágica.
El estudio de los cuadrados mágicos se remonta a la antigua China: se cuenta
la leyenda de Lo Shu (figura8 7.5), la cual se remonta al siglo XXIII a.C. de
acuerdo a leyendas a la antigua China [41, p. 262]; sin embargo, las primeras
evidencias conocidas señalan el siglo I de nuestra era, el cual hace alusión a
las 9 estancias del palacio Ming Thang, donde, según se dice, se realizaban
distintos rituales. Pese a ello, las afirmaciones hechas sobre la antigüedad de
este diagrama son discutidas, dando la posibilidad a la existencia del mismo
algunos siglos antes. Cabe señalar que no hay casos previos conocidos en esta
u otra civilización.
Figura 3.6: Diagrama Lo Shu (Escrito del ŕıo Lo). De acuerdo a la leyenda
del siglo XXIII a.C. (según cuenta [41, p. 262]), el emperador Yü descubrió
este cuadrado en el caparazón de una tortuga a orillas del ŕıo Lo. Cada una
de las nueve figuras se corresponde con un número natural entre 1 y 9, según
el número de puntos en cada caso.
Si bien en China se realizó el primer acercamiento a los cuadrado mágicos,
no se intentó buscar cuadrados de mayor tamaño por muchos siglos (presu-
8Imagen tomada de https://www.pleacher.com/mp/mgifs/gifs15/lochu.jpg
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miblemente), asumiendo el Lo Shu como un caso muy especial. Además de
ellos, distintas culturas hicieron sus respectivos avances alrededor de esta cu-
riosidad matemática/mı́stica.
La primera incursión documentada en occidente en este tema se da alre-
dedor del siglo XIV de nuestra era, cuando Manuel Moschopoulos presenta
un documento (escrito en griego) referido a reglas para la construcción de
cuadrados mágicos de orden impar o divisible por 4. Hacia finales del siglo
XIX, Tannery traduce este documento al francés, de donde especula que el
conocimiento de Moscopoulos era heredado de la tradición griega antigua, lo
que fortaleció la reputación de esta cultura en una rama para ellos inexplo-
rada [11].
Aun aśı, casi por tradición, se acostumbra a atribuir a la cultura griega algún
avance remoto en muchas ideas filosóficas y cient́ıficas, y por extensión, en
matemáticas. Tal es el caso de un atisbo de cuadrado mágico realizado por
Teón, aparecido en una traducción al francés de su trabajo realizada por Du-
puis. En dicha traducción aparece el diagrama no-mágico
Figura 3.7: Cuadrado no-mágico de Teón
De alĺı, Sarton y Needham afirman que Teón hab́ıa incursionado en los
cuadrados mágicos y por tanto, se reestablećıa el prestigio griego. Quedaŕıa
entonces la duda de si sus avances se hubiesen perdido en el tiempo, pero
la notable selectividad histórica necesaria para que justo tales trabajos se
perdieran resulta improbable, por lo que en la actualidad se descarta es-
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Figura 3.8: Melancoĺıa, de Alberto Durero. Bastante célebre por sus refe-
rencias a distintos objetos matemáticos, entre ellos un Cuadrado Mágico de
orden 4 al fondo.
ta posibilidad9. La connotación mı́stica que se da a los cuadrados mágicos
es bastante extendida a través del planeta; actualmente se encuentran re-
ferencias a este en contextos como la numeroloǵıa y la cábala, entre otras
corrientes alternativas. Un ejemplo notable es Melancoĺıa, grabado de Alber-
to Durero, de 1514; se identifican alĺı distintas simboloǵıas relacionadas con
las matemáticas, entre ellas un cuadrado mágico de orden 4. En la figura10
9Para una mejor y más profunda discusión en torno a este tema, se recomienda nueva-
mente [11]
10Imagen original tomada de
http://1.bp.blogspot.com/-ENk5giJHEEs/U3NiveyVAPI/AAAAAAAACjE/XaGgME3lDJI/
s1600/durer-melancolia-google-art+(1).jpg.
Se ampĺıa el cuadrado mágico mencionado para hacerlo más evidente.
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3.9 se muestran las formas en las que puede ser obtenida la constante mágica
en este cuadrado.
Figura 3.9: Formas en las que se puede obtener la constante mágica en el
cuadrado mágico de Durero. Los cuadrados mágicos y los patrones resaltados
se realizaron usando la herramienta Excel.
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Figura 3.10: Diagrama inicial para la construcción de un cuadrado mágico
de orden impar. En este caso se muestra un cuadrado de orden 7.
3.4.1. Construcción de Cuadrados mágicos
Existen numerosos métodos para construir cuadrados mágicos, variando
las condiciones de su formación y obteniendo aśı por tanto, cuadrados mági-
cos distintos. En este apartado se presentan dos métodos de construcción de
cuadrados mágicos, distinguéndolos entre cuadrados mágicos de orden par
e impar. Dado el proceso notablemente intuitivo de estas construcciones,
pueden ser usadas en el aula11. Las figuras aqúı usadas para ilustrar las cons-
trucciones de los cuadrados mágicos fueron hechas usando la cuadŕıcula base
de Excel.
Cuadrados mágicos de orden impar
Para crear un cuadrado de orden impar, debe elaborarse un diagrama
similar al mostrado en la figura 3.10, ubicando los números naturales desde
1 hasta n2 en las diagonales de la figura. Posteriormente, cada número que
haya quedado en el exterior del cuadrado deberá ser desplazado n casillas
11No se demuestran aqúı los métodos mostrados; para un análisis profundo se recomien-
dan [18], [41] y [2].
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Figura 3.11: Cuadrado obtenido después de aplicar los desplazamientos indi-
cados a los números en la periferia.
Figura 3.12: Construcción de cuadrado mágico de orden 3.
hacia adentro de este. De tal modo que si, por ejemplo, el número 21 en la
figura 3.11 se encuentra a la derecha del cuadrado, deberá ser desplazado 7
casillas hacia la izquierda (para hacer más fácil de identificar los desplaza-
mientos realizados, se han asignado colores a los elementos en cada una de
las cuatro direcciones).
La figura obtenida de este modo es un cuadrado mágico, como se puede
apreciar por las sumas mostradas por filas, columnas y diagonales. El méto-
do mostrado es aplicable a cuadrados de orden impar. Las figuras 3.12, 3.13,
3.14 y 3.15 muestran los correspondientes procesos para cuadrados mágicos
de orden 3, 5, 9 y 11.
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Figura 3.13: Construcción de cuadrado mágico de orden 5.
Figura 3.14: Construcción de cuadrado mágico de orden 9.
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Figura 3.15: Construcción de cuadrado mágico de orden 11.
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Figura 3.16: Pasos iniciales en la construcción de un cuadrado de orden 4.
Figura 3.17: Cuadrado mágico de orden 4.
Cuadrados mágicos de orden n = 4k
El método presentado a continuación presenta, al igual que el caso an-
terior, una forma agradable de construcción, que puede ser mostrada a es-
tudiantes desde un nivel temprano. Dicho proceso es aplicable si el orden
del cuadrado mágico ha de tener un orden divisible por 4: Escŕıbase en dos
cuadrados separados los números entre 1 y n2, difiriendo dichos cuadros en
el orden de llenado. El primero se llenará empezando por la casilla supe-
rior izquierda, llenando en el orden usual; el segundo cuadro es llenado en
el orden iverso, comenzando en la casilla inferior derecha. A continuación, se
resaltará en el primer cuadrado las diagonales de este; en el segundo se re-
saltan las casillas que se corresponden con aquellas que no fueron resaltadas
en el primer cuadrado (aquellas que están fuera de las diagonales del cuadra-
do, como se puede apreciar en la figura 3.16). Posteriormente, en un cuadro
aparte, transcŕıbanse los valores ubicados en aquellas casillas resaltadas de
los dos cuadrados, en sus ubicaciones correspondientes (figura 3.17). En caso
de quererse construir un cuadrado de orden 8 (ó 12, ó 16, etc.), deben tomar-
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Figura 3.18: Construcción de cuadrado mágico de orden 8.
se dos cuadrados de manera similar; esta vez los cuadrados serán resaltados
en recuadros de tamaño 4 × 4, resaltando nuevamente sus casillas ubicadas
en diagonales o fuera de ellas. Las figuras 3.18 y 3.19 dan cuenta de este
proceso. Se omite aqúı la construcción de cuadrados de orden n = 4k + 2,
evitando procesos demasiado artificiosos en su desarrollo en el aula. Debe
resaltarse que más allá de la construcción algoŕıtmica de cuadrados mágicos,
se presenta este tema como una herramienta en los procesos de desarrollo de
habilidades en la identificación de regularidades en el aula, y en particular,
del estudio de un tipo especial de particiones. Si bien se ha presentado este
tema como una sección de otro, el estudio de los cuadrados mágicos puede ser
bastante profundo y extenso. Para una lectura más amena a este respecto,
se recomienda [41], [18] y [12]12.
12No publicado aún.
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En este caṕıtulo se hará un breve análisis en torno a la pregunta 4 men-
cionada en la Introducción. Se presentará una construcción de las técnicas de
conteo básicas y su uso en la enumeración de trayectorias reticulares. Como
variación de estas trayectorias se presentan también trayectorias de Delannoy
y Catalán, junto con sus respectivos análisis; se añade al final una propuesta
de cálculo de números de Delannoy en forma concreta, mediante la utiliza-
ción de una construcción similar al Triángulo de Pascal.
En su forma más general, la combinatoria se ocupa de enumerar la canti-
dad de formas en las que un conjunto finito de objetos puede ser organizado,
dadas ciertas condiciones [3]. En el presente caṕıtulo se presenta un problema
en apariencia inocente, pero que permitirá explorar el conteo de los elementos
de diversos conjuntos, dadas ciertas condiciones.
Definición 4.0.1 (Trayectoria reticular [48]). Se denomina Trayectoria reti-
cular finita no negativa en el plano a una secuencia L = {v1, v2, ..., vk} donde
vi ∈ N2 y vi+1−vi = (1, 0) ó vi+1−vi = (0, 1) para cada 1 ≤ i ≤ k−1, donde
(a1, b1)− (a2, b2) = (a1 − a2, b1 − b2). .
Aśı, la trayectoria
L1 = {(0, 0), (1, 0), (2, 0), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 3), (3, 4), (4, 4), (5, 4)}
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Figura 4.1: A la izquierda una trayectoria reticular, a la derecha una tra-
yectoria no considerada como tal. Obsérvese que una trayectoria inválida se
devuelve en su recorrido. Imagen realizada usando las herramientas básicas
de Office.
es una trayectoria reticular, ya que para cada elemento vi de la secuencia se
tiene que vi+1 − vi = (1, 0) ó vi+1 − vi = (0, 1), mientras que
L1 = {(0, 0), (1, 0), (2, 0), (3, 0), (3, 1), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 3), (3, 4), (4, 4), (5, 4)}
No lo es, ya que (2, 1) − (3, 1) = (−1, 0). La figura 4.1 muestra la represen-
tación gráfica de estas secuencias. De manera intuitiva, se puede decir que
una trayectoria reticular es aquella que está compuesta únicamente por des-
plazamientos hacia la derecha y hacia arriba.
A partir de este punto es razonable preguntarse, ¿Cuántas trayectorias reti-
culares pueden trazarse desde el punto (0, 0) hasta el punto (m,n).
Un primer acercamiento a la solución de este problema seŕıa identificar la
cantidad de rutas posibles a puntos más cercanos sobre el plano, de tal modo
que sea más eficiente su conteo manual. Ahora, dicho conteo se hace bastante
dispendioso al realizarse gráficamente a medida que m y n crecen, por lo que
se hace necesaria una codificación que optimice su análisis. Es aqúı donde
el identificar un proceso de conteo de elementos que permita establecer la
cantidad total de aquellos que cumplan una condición dada permitirá dar
una respuesta eficiente a la pregunta. Al conjunto de tales procesos se le de-
nomina Técnicas de conteo, o Combinatoria Enumerativa.
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En las secciones siguientes se hará un breve recorrido histórico alrededor
del desarrollo de esta disciplina; se presentará una construcción de métodos
de enumeración usando como medio el análisis de distintos problemas de
conteo de trayectorias, dadas distintas condiciones.
4.1. Breve recorrido histórico
Cuando me diriǵıa a Santa Inés
Me reuńı con un hombre con siete esposas,
cada esposa con siete sacos,
cada saco con siete gatos,
cada gato con siete moños;
moños, gatos, sacos y esposas,
¿Cuántos iban a Santa Inés? 1
Posiblemente alguna vez ha escuchado la anterior retah́ıla/adivinanza, o
alguna variación de esta, que aún hoy d́ıa se comparte en espacios dedicados a
los acertijos. Según Oxford Dictionary of Quotations [1953, 3661], se remonta
al menos hasta el año 1730. Independientemente de la solución (ninguno iba
a Santa Inés), es notable la repetición del número siete y la inclusión sucesiva
de unos elementos en otros.
De acuerdo con [11] si bien no hay un registro histórico oficial alrededor
de la disciplina que hoy conocemos como combinatoria, es posible rastrearla
a través de la historia de la humanidad. Es notable la existencia de la retah́ıla
enunciada, implicando el uso de multiplicaciones sucesivas en el juego plan-
teado, sin establecer formalmente su uso. Más notable aún es la presencia
1En el original:
As I was to St. Ives,
I met a man with seven wives,
Each wife had seven sacks,
Each sack has seven cats,
Each cat had seven kites,
Kites, cats, sacks and wives
How many were going to St. Ives? [11]
Traducción hecha por el autor.
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de una retah́ıla muy similar en el Liber Abaci, escrito por Leonardo de Pisa
(Fibonacci) en 1202. El problema de Fibonacci puede ser traducido como
Siete ancianas van hacia Roma;
cada una de ellas tiene siete mulas;
cada mula lleva siete sacos;
cada saco lleva siete hogazas de pan;
cada hogaza lleva siete cuchillos;
cada cuchillo lleva siete vainas
¿Cuál es el número total de cosas?
Que se asemeja bastante a la retah́ıla ya mencionada. Yendo un poco más
lejos, [11] menciona que el problema aqúı contenido puede remontarse a 3000
años antes de Fibonacci; el Papiro de Rhind, en su problema número 79







Según refiere el autor, el papiro encontrado en el año 1858 fue interpretado
en 1881 por Leon Rodet, notando similitud con el problema de Fibonacci,
enunciándolo como
Hay siete casas;
cada casa con siete gatos;
cada gato mata siete ratones;
cada ratón se come siete espigas de trigo
que producen siete Hekats2 de grano cada una.
Concluye señalando que si bien no es posible demostrar la afirmación de Ro-
det, es plausible el hecho de que aún desde sus inicios la civilización humana
ha tenido una idea de reglas básicas de conteo. Teniendo en cuenta (nueva-
mente) que la combinatoria no se desarrolló formalmente como la Geometŕıa
o la Aritmética, esta se fue estudiando como curiosidad, e incluso con fines
2El Hekat o Heqat era la unidad básica para la medida de volumen utilizada en el
Antiguo Egipto, equivalente a 4,54 litros.
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mı́sticos en distintas culturas, careciendo de avances secuenciales en su for-
mación.
Es aśı que culturas como la china, la griega o la india tuvieron conclusiones
similares, pero desconectadas entre śı (según la evidencia disponible hasta el
momento). A continuación se mostrarán algunas nociones de conteo contem-
pladas en dichas civilizaciones.
4.1.1. China
Dos casos destacables de conteo en la cultura china se distancian entre
śı unos 1500 años: el primero data del siglo VII a. de C., el I Ching, un
compendio de máximas filosóficas y esotéricas se compone de varias seccio-
nes determinadas a partir de dos śımbolos básicos: el Yang, representado
por una ĺınea horizontal (—) el Yin representado por dos ĺıneas más cortas
consecutivas (−−). El segundo, mucho más antiguo, fue el estudio de los
Cuadrados Mágicos, ya mencionado en la sección 3.4.
Usando estos śımbolos en grupos de tres en tres o de seis en seis se pue-
de acudir a una sección espećıfica para ser consultada y de alĺı interpretada.
Más allá de la interpretación filosófica o mı́stica aqúı referida, es de nuestra
especial atención notar que un trigrama, compuesto por la combinación de
ternas Yin-Yang, puede ser construido de 23 formas posibles y que un hexa-
grama puede ser compuesto de 26 = 64 maneras.
El asunto seŕıa puramente mı́stico si no se observara que estos (trigramas
y hexagramas) tienen un orden particular y que, si se toma Yang como 0 y
Yin como 1, nos encontramos ante nada menos que una forma primitiva (o
alterna) de escribir la representación binaria de 0 a 7, o de 0 a 63 respecti-
vamente.
Figura 4.2: Conjuntos de Trigramas Yin-Yang. Si a Yang se asigna el valor
numérico 0, y a Yin 1, se observa la codificación binaria de los números 0 a
7.
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Aśı lo apreció Leibniz en el siglo XVII, dándoles como sus antecesores en
el estudio de la aritmética binaria. Imagen obtenida usando Excel.
Otro cálculo notable es sobre las posibles situaciones en un juego de Go,
juego de estrategia chino, jugado sobre una rejilla cuadrada de lado 18 con
361 intersecciones (figura3 4.3); una intersección dada puede ser ocupada por
una ficha blanca, una negra, o estar vaćıa; esto le da 3 alternativas, y del
mismo modo sucede para todas las demás intersecciones del tablero, lo que
implicaŕıa que en total hay 3361 posibles situaciones en el juego.
Figura 4.3: Ejemplo de un tablero de Go. Un juego de estrategia chino con
más de 2500 años de antigüedad. Cada intersección puede estar vaćıa, ocu-
pada por una pieza negra, o una blanca.
4.1.2. India
Un compendio histórico relativo a la numeración y el conteo quedaŕıa
claramente incompleto si se obvia el aporte que se hizo desde la cultura India
a esta rama de las matemáticas. De manera similar a la corriente pitagórica,
la matemática estaba ı́ntimamente relacionada con la mı́stica y la divinidad.
Según señala [41, C. 1], es posible rastrear los primeros razonamientos de
ı́ndole matemática en los Vedas. De ellos, lo que más puede darnos luces
3Imagen tomada de https://www.ultraboardgames.com/go/gfx/boardbig.jpg
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sobre las matemáticas alĺı relacionadas son los Vedanga (lo que aqúı deno-
minaŕıamos apéndices), que se encuentran escritos de forma poética, con la
intención de ser transmitidos de forma oral (mnemotecnia). Pese a ser la
fuente más notable, no es la única, ya que el pensamiento numérico ya per-
meaba distintos aspectos de la cotidianidad india.
Un ejemplo se puede encontrar en la traducción inglesa de Bishngratna [11],
en el cual se discuten los tipos de sabores que se pueden obtener combinan-
do 6 cualidades básicas: dulce, ácido, salado, acre, amargo y astringente. A
través de un conteo sistemático (cada uno, de 2 en 2, de 3 en 3, 4 en 4, 5 en 5,
o todos juntos) se obtiene una lista de 31 posibles combinaciones. También es
posible encontrar listados de organizaciones para géneros o ritmos métricos
(musicales). Se presume que los conteos realizados, si bien son correctos, no
son calculados, sino que han sido listados y luego enumerados. Dicho esto,
los conceptos involucrados eran de conocimiento general [11].
Aunque la notación seguramente diferirá respecto a la actual, existe evidencia
en Brhatsamhita de Varahamihira que apunta a que la fórmula actualmente
llamada de combinación ya era conocida. Hay alĺı algunos cálculos que impli-
can el conocimiento del número de formas en las cuales pueden ser elegidos 4
elementos de un grupo de 16, dando como resultado 1820, que, efectivamente
es correcto. No parece probable que Varahamihira hubiese hecho la lista de
las posibilidades, lo que induce a pensar que contaba con una forma de cal-
cularlo. Esta evidencia, entre otras, sugiere que en la India ya era conocido
el Triángulo Aritmético (conocido por nosotros como de Pascal).
4.2. Combinatoria: Nociones y métodos bási-
cos
Volviendo al caso de la retah́ıla mencionada en la sección anterior, viene
a la mente la pregunta de si es posible contar de forma óptima los elementos
de un conjunto dado. En efecto, para esta tarea la combinatoria cuenta con
técnicas que permiten desarrollar estos conteos de forma eficiente.
Para este fin, se presentarán las definiciones pertinentes para los tópicos de
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los cuales se ocupa este documento4, luego un breve abordaje de los métodos
alĺı implicados, para finalmente deducir una fórmula que permita optimizar
el proceso enumerativo.
Como herramienta en el desarrollo de tales técnicas se abordará un problema
en cada apartado que ejemplifique la deducción de la fórmula establecida, y
a su vez permita diferenciar el uso de un método de otro.
4.2.1. Diagramas de árbol y Principio Fundamental del
Conteo
Ejemplo 4.2.1. Un ciclista desea trazar una ruta desde el punto A en la
figura 4.4 hasta el punto D que pase por los puntos B y C una sola vez. ¿De
cuántas formas se puede trazar tal ruta?
Figura 4.4: ¿Cuántas rutas pueden ser trazadas desde A hasta D?
El ejercicio puede ser solucionado fácilmente listando todas las rutas que
cumplen las condiciones dadas, pero es claro que estas pueden ser arbitraria-
mente definidas, y que el número de caminos alternativos entre dos puntos
consecutivos puede aumentarse indefinidamente. Por este motivo, más que
dar una respuesta particular, conviene en pensar en una forma eficiente de
abordar el problema.
Tengamos en cuenta que las condiciones del problema establecen una canti-
dad dada de alternativas para cada tramo de la ruta, por lo que se pueden
apreciar individualmente:
4Si el lector desea profundizar en mayor medida, puede explorar [1], [3] y [48]
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Figura 4.5: Diagrama del ejemplo 4.2.1
Hay 3 caminos posibles que conectan A con B
Hay 2 alternativas entre B y C, y
Hay 4 alternativas para el tramo final
Si se analizan tales alternativas podŕıan imaginarse los mundos posibles para
la ruta deseada. Por ejemplo, si se elige a2 como el primer tramo, faltaŕıa
identificar el siguiente que, ya elegida, daŕıa paso a la elección del tercero.
De forma pictórica puede apreciarse en la figura 4.5, donde el primer tramo
se representa en color rojo, el segundo en azul y el tercero en verde.
A este tipo de representación se le denomina Diagrama de Árbol. Es fácil
observar que si bien para el anterior ejemplo es relativamente fácil construir
el Diagrama de Árbol, si se aumentan las posibles ramificaciones y la canti-
dad de tramos requeridos, el dibujo se convierte en un obstáculo más que en
una ayuda.
Sin embargo, teniendo en cuenta el diagrama, es posible anticipar el número
de ramas finales en el árbol, teniendo en cuenta que hay 3 ramas, con 2 di-
visiones, que a su vez cuentan con 4 separaciones más. Esto da un total de
3 × 2 × 4 = 24 ramas totales, que a su vez corresponden a la cantidad de
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rutas posibles con las condiciones dadas.
Fácilmente se puede observar que los valores 3, 2 y 4 corresponden con las
posibilidades mostradas en el análisis del problema, y que si hubiesen sido n1,
n2 y n3 de ellas, sencillamente se habŕıa obtenido como resultado n1×n2×n3
posibles rutas a trazar. Aśımismo, se puede deducir fácilmente que si se re-
queŕıa una mayor cantidad de tramos de ruta, basta con aumentar en la
misma medida los factores en el producto. De esto se desprende
Teorema 4.2.1 (Principio Fundamental del Conteo, PFC, [19]). Si de un
conjunto E de k eventos, cada evento ei puede ocurrir de ni formas dis-
tintas, la cantidad de formas N en las que pueden ocurrir simultáneamente
corresponde a:
N = n1 × n2 × · · · × nk. (4.1)
Este Teorema se relaciona en gran medida con el cálculo de probabilidades
de eventos simultáneos. En general, se suele vincular el estudio de las técnicas
de conteo con el estudio de distribuciones de probabilidad discreta.
4.2.2. Permutaciones y Combinaciones
En algunas ocasiones se desea seleccionar de un determinado conjunto de
elementos la totalidad de estos, o bien, un grupo de ellos. Dependiendo de si
en la selección de los elementos el orden de estos tiene relevancia, hablamos
de una permutación o una combinación. A continuación se especifica la forma
en que estas pueden ser contadas.
Permutaciones
Ejemplo 4.2.2. Un zoológico está dividido en 4 secciones aisladas una de
otra, como se observa en la figura 4.6. Un turista desea hacer el recorrido
por todo el parque recorriendo solo una vez cada sección. ¿De cuántas formas
puede programar su recorrido?
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Figura 4.6: ¿De cuántas formas puede ser recorrido un zoológico con esta
distribución (teniendo en cuenta el sentido de flujo)?
Se presupone en este planteamiento que el orden en que son recorridas
las secciones es importante, pues si no fuese aśı, no habŕıa problema alguno:
al fin y al cabo el turista recorre todo el parque. El primer acercamiento que
se podŕıa hacer a la solución del problema seŕıa escribir una lista de todas
las posibles formas de reorganizar las secciones:
(D) Desierto
(I) Insectario
(E) En v́ıa de Extinción
(Z) Zona Templada
En aras de agilizar el proceso, la pregunta se puede reformular como: ¿De
cuántas formas distintas pueden ser organizadas las letras de la palabra
DIEZ?
El primer acercamiento que se podŕıa hacer a la solución del problema seŕıa
escribir una lista de todas las posibles formas de reorganizar la palabra, la
Tabla 4.1 muestra todas estas posibles formas.
Aunque no resulta dif́ıcil hacer una lista de todas las formas posibles de
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DIEZ DIZE DEIZ DEZI DZIE DZEI
IDEZ IDZE IEDZ IEZD IZDE IZED
EDIZ EDZI EIDZ EIZD EZID EZDI
ZDIE ZDEI ZIDE ZIED ZEDI ZEID
Tabla 4.1: Formas distintas de escribir la palabra DIEZ.
hacer dicho reordenamiento, claramente es un proceso tedioso que segura-
mente nos resistimos a realizar, peor aun si tenemos en cuenta que solo se
han usado cuatro elementos en las permutaciones. Ahora bien, por ejemplo,
¿cómo podŕıan enumerarse todos los reordenamientos posibles para una ga-
leŕıa que usara más secciones?, o dicho de otra manera: si el ejercicio se reduce
a determinar el número de formas en que un conjunto de letras distintas pue-
den ser reorganizadas, ¿Cuántas formas hay si se usan 10 letras?, o incluso,
¿De cuántas formas si se quiere reorganizar el alfabeto completo?
Permutaciones de n elementos
De manera formal, se tiene que
Definición 4.2.1. Una permutación es un reordenamiento de un conjunto
finito de elementos.
Usando como base el Principio Fundamental del Conteo podemos anali-
zar el problema DIEZ del siguiente modo:
Puesto que cada letra puede ser usada solo una vez, cada vez habrán menos
elementos disponibles para ubicar: aśı para elegir la primera letra del arreglo
hay 4 posibilidades; elegida esta quedaŕıan 3 alternativas para el segundo
elemento, posteriormente 2 y finalmente 1.
Primera letra︸ ︷︷ ︸
4 posibilidades
Segunda letra︸ ︷︷ ︸
3 posibilidades
Tercera letra︸ ︷︷ ︸
2 posibilidades
Cuarta letra︸ ︷︷ ︸
1 posibilidad
De modo que la cantidad posible de reordenamientos (permutaciones) para la
palabra DIEZ (en general, cualquier conjunto de cuatro elementos distintos)
se puede calcular como sigue:
P (4) = 4 · 3 · 2 · 1 = 24.
Extendiendo tal razonamiento a n elementos distintos se tiene que
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Teorema 4.2.2 (Permutaciones de n elementos [19]). La cantidad total de
permutaciones P (n) que se pueden hacer con n elementos distintos corres-
ponde a
P (n) = n · (n− 1) · (n− 2) · · · 2 · 1 = n!. (4.2)
A la notación n! se le denomina n factorial y corresponde justamente a
la multiplicación de todos los enteros positivos menores o iguales que n. Se
define5 0! = 1.
Permutaciones de n elementos tomados k a la vez
Ahora, si de los n elementos que se desean reorganizar se eligen úni-
camente k de ellos, la cantidad de formas en las que pueden ser ubicados
corresponde a multiplicar solo los k primeros valores desde n:
P (n, k) = n · (n− 1) · (n− 2) · · · (n− (k − 1))︸ ︷︷ ︸
k elementos
=
n · (n− 1) · (n− 2) · · · (n− (k − 1)) · (n− k) · · · 2 · 1
(n− k) · · · 2 · 1
De este modo, se concluye que
Teorema 4.2.3 (Permutaciones de n elementos tomados k a la vez [19]).
La cantidad total de permutaciones de n elementos tomados k a la vez es
determinada por la relación




5Esta igualdad puede justificarse teniendo en cuenta que
n! = (n− 1)! · n
Y que por lo tanto
5! = 4! · 5
4! = 3! · 4
3! = 2! · 3
2! = 1! · 2
1! = 0! · 1
Por lo que 0! = 1!1 = 1.
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Claramente, esta igualdad es compatible con la indicada en la ecuación
(4.2):











Definición 4.2.2. Se define el conjunto de combinaciones como la cantidad
de subconjuntos de k elementos que pueden ser conformados de un conjunto







Es necesario aclarar nuevamente que si bien la definición dada anterior
es limitada, se hace de este modo con el fin de atender a las intenciones del
presente documento. En caṕıtulos posteriores se observarán algunas relacio-
nes adicionales de esta definición con otros conceptos.
Para ilustrar la construcción del método para calcular las posibles combi-
naciones de un conjunto de n elementos, tomados k de ellos, se presenta un
ejemplo con un enunciado similar al usado en el ejemplo 4.2.2, refiriéndose a
la elección de 3 letras de un conjunto de 5:
Ejemplo 4.2.3. ¿De cuántas formas distintas pueden ser elegidas 3 letras
de la palabra ÁNGEL?




= 60 cadenas distintas, a saber:
Pero, puesto que el orden es irrelevante, ANG es la misma selección que
GNA, aśı como AGN, NAG, NGA y GAN. Ocurriendo lo mismo en cada fila
de la Tabla anterior, por cada selección de 3 letras hay 6 reordenamientos
posibles (ecuación 4.2) que son equivalentes. De modo que la cantidad de
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ANG AGN NAG NGA GAN GNA
ANE AEN NAE NEA EAN ENA
ANL ALN NAL NLA LAN LNA
AGE AEG GAE GEA EAG EGA
AGL ALG GAL GLA LAG LGA
AEL ALE EAL ELA LAE LEA
NGE NEG GEN GNE ENG EGN
NGL NLG GNL GLN LGN LNG
NEL NLE ELN ENL LEN LNE
GEL GLE ELG EGL LEG LGE
Tabla 4.2: Selecciones ordenadas de 3 de las letras de ÁNGEL.
























Extendiendo tal razonamiento a n y k elementos respectivamente, se tiene
que
Teorema 4.2.4 (Combinaciones de n elementos tomados en grupos de k a
la vez [19]). El número total de combinaciones (selección no ordenada) de n














La notación C (x, y)
Ahora, a partir de la ecuación 4.4 se define la función C (x, y) como sigue:
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Puede apreciarse fácilmente que C (x, y) = C (y, x).
De manera similar, la función C (x, y) puede extenderse a más de dos ele-
mentos, a saber:
Dados los elementos x1, x2, · · · , xk, se establece C (x1, x2, · · · , xk) como si-
gue:
C (x1, x2, · · · , xk) =
(x1 + x2 + · · ·+ xk)!
x1!x2! · · ·xk!
(4.6)
Por último, si x1 + x2 + · · ·+ xk = n se define el coeficiente multinomial :(
n




x1!x2! · · ·xk!
(4.7)
que equivale justamente a la función C aplicada a la k-upla x1, x2, ..., xk. De-
pendiendo de la pertinencia de una u otra forma de presentar algún resultado
será usada la ecuación 4.6 o 4.7.
4.2.3. Permutaciones de elementos repetidos
A partir de la definición 4.2.1 es válido preguntarse: ¿De cuántas formas
pueden ser reorganizados n elementos si algunos de ellos están repetidos?.
Como ejemplo particular,
¿De cuántas formas distintas pueden reordenarse las letras la palabra
MATHEMATICA?
Por la ecuación (4.2) se podŕıa decir en un principio que, puesto que MATHE-
MATICA tiene 11 letras bastaŕıa con calcular 11!. Sin embargo, claramente
este número no seŕıa correcto, pues si se intercambian las letras M (por ejem-
plo) no se obtendŕıa un elemento distinto.
Por lo tanto es necesario identificar los elementos que se repitan y contar
cuántos elementos hay de cada clase. En el ejemplo presentado se cuentan 2
letras M , 3 letras A y 2 letras T . De modo que al intercambiar elementos de
la misma clase genera un arreglo equivalente a otro. Puesto que hay 2!, 3! y
2! formas de reorganizar las letras M , A y T , habŕıa que calcular:
(((11!÷ 2!)÷ 3!)÷ 2!) = 11!
2!3!2!
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Ahora bien, extendiendo tal razonamiento se tiene que
Teorema 4.2.5 (Permutaciones de n elementos distribuidos por clases [19]).
El número de permutaciones de un conjunto de n elementos distribuido en k
clases, con ni elementos por clase corresponde a(
n




n1!n2! · · ·nk!
(4.8)
Aunque en este apartado se han presentado diversas fórmulas usadas en
el conteo de variedad de situaciones, la combinatoria no se limita a estas;
se recomiendan textos como los de Stanley [48], Anderson [3] y Rosen [45].
Ahora bien, las anteriores fórmulas fueron presentadas como una consecuen-
cia del análisis del conteo de trayectorias reticulares en N2; este análisis se
extiende si se imponen nuevas condiciones al problema, o si se añade una o
más direcciones de movimiento. A continuación se presentan dos variaciones
del problema que da t́ıtulo a este caṕıtulo, los números de Catalán y las
trayectorias de Delannoy.
4.3. Trayectorias reticulares
Para ello, es útil identificar las coordenadas a los puntos en el plano,
usando las coordenadas usuales del plano cartesiano; para el ejemplo de la
figura 4.1, el punto O tiene coordenadas (0, 0), mientras que el punto P tiene
coordenadas (5, 4), transformando aśı el problema inicial a la pregunta:
¿Cuántas rutas posibles pueden ser trazadas desde el punto (0, 0) hasta
(5, 4)?
que por supuesto puede ser extendida a cualquier punto (m,n) en el plano.
Al analizar con detalle las formas en las que pueden ser abordados distintos
puntos en el plano, se puede apreciar que los puntos con coordenadas (0, n) ó
(m, 0) pueden ser alcanzados de solo una forma. Mientras que cualquier otro
punto (m,n) puede ser abordado o bien desde abajo, desde (m,n−1), o bien
desde la izquierda, desde (m − 1, n); de este modo el número total de rutas
R hasta dicha coordenada corresponderá a la suma de la cantidad de rutas
posibles hasta (m,n− 1) y la cantidad de rutas hasta (m− 1, n).
De manera formal se tendŕıa que:
R(m,n) = R(m− 1, n) +R(m,n− 1) (4.9)
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Con (0, n) = (m, 0) = 1
La figura 4.7.3 muestra la cantidad de rutas hasta el punto indicado siguiendo
la regla de la ecuación 4.9.
Figura 4.7: El número indicado en cada ćırculo indica la cantidad de rutas
posibles para llegar hasta alĺı desde el punto (0, 0).
El arreglo mostrado en la figura 4.7 se corresponde con una arreglo ya
conocido en matemáticas, con bastante celebridad: el Triángulo de Pascal.
En la próxima sección se hará una presentación de esta notable construcción,
además de un conjunto de algunas propiedades bastante interesantes.
4.4. El Triángulo de Pascal
Uno de los ejemplos más llamativos y memorables del uso de la combi-
natoria (sin hacerse esto expĺıcito en muchas aulas de clase) es el llamado
Triángulo de Pascal. Pese a la facilidad de su construcción y la enorme can-
tidad de propiedades interesantes que posee, no es estudiado a profundidad
y se queda en una simple herramienta de cálculo para un tema particular
de la enseñanza formal (el Teorema del Binomio) que posteriormente es ol-
vidada hasta que, con suerte, es someramente mencionado en las clases de
probabilidad.
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4.4.1. Acercamiento Histórico
Resulta notable el hecho de que si bien actualmente hay una fórmula aso-
ciada al número de combinaciones de un conjunto de elementos, o las formas
de elegir r elementos de un conjunto de n de ellos, un método mucho más
intuitivo puede ser rastreado a través de los siglos.
En su recuento de la historia de la combinatoria, [11] refiere a Umar al-
Khayyami quien, alrededor del siglo XII, menciona haber encontrado la for-
ma de conocer las ráıces n-ésimas de un número por métodos puramente
aritméticos. Biggs señala sin embargo que el trabajo al cual alude Khayyami
no sobrevivió al tiempo y por tanto establece únicamente como posibilidad
el que entonces ya se conociera el arreglo mostrado en la figura 4.8.
Figura 4.8: Triángulo Aritmético. En el primer nivel se encuentra el número
1, posteriormente, cada número subsiguiente se calcula como la suma de los
dos valores que se encuentran arriba de él.
4.4.2. Generalización
Los valores en el Triángulo pueden ser codificados mediante 2 parámetros,
a saber: el primero correspondiendo al número de fila en que se encuentra
(comenzando en 0) y el segundo la posición en la fila respectiva (comenzando
en 0), como puede observarse en la figura 4.9 Tal notación no es casual,
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puede verificarse que en efecto, cada valor del Triángulo de Pascal puede ser







Por supuesto, al establecer esta relación entre el Triángulo de Pascal y la




































(n− (k + 1))!(k + 1)!
=
n!(k + 1)
(n− k)!k!(k + 1)
+
n!(n− k)
(n− (k + 1))!(k + 1)!(n− k)
=
n!((k + 1) + (n− k))
(n− (k + 1))!(n− k)(k + 1)!
=
n!(n+ 1)
(n− k)!(k + 1)!
=
(n+ 1)!






En este punto puede deducirse la solución del problema planteado al
comienzo de este caṕıtulo. esto es
Teorema 4.4.2. La cantidad total de trayectorias reticulares desde el punto
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Figura 4.9: Si cada número en el Triángulo es identificado por la posición que
ocupa en este (siendo la primera fila y primera columna numeradas como 0)
se observa esta distribución.
4.5. Aplicaciones del Triángulo de Pascal
4.5.1. Conteo
Si bien por las definiciones dadas a lo largo de este caṕıtulo se ha evi-
denciado la equivalencia entre el cálculo del número de combinaciones de r
elementos de un conjunto de n de ellos y los valores en el triángulo de Pascal,
cabe señalar su equivalencia en términos de aplicabilidad.
Dicho esto, puede aplicarse a distintos contextos tal tipo de conteo, a sa-
ber:
Dado un conjunto con n elementos, ¿cuántos subconjuntos distintos se
pueden formar con r elementos?
Si se hacen n lanzamientos de moneda, ¿Cuál es la probabilidad de que
exactamente r de ellos hayan resultado en sello?
¿De cuántas formas pueden ser elegidas n cartas de un conjunto de 52?
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4.5.2. El Teorema del Binomio
Muchas veces en distintas ramas matemáticas se desea conocer el desarro-
llo de la potencia de un binomio de la forma (x+ y)n. Esto se puede calcular
manualmente sin dificultad pero de forma muy dispendiosa, por lo que una
forma más compacta resulta mucho más útil.
esto se puede saber teniendo en cuenta que
(x+ y)n = (x+ y) · (x+ y) · · · (x+ y)︸ ︷︷ ︸
n veces
Para saber el coeficiente de xi basta con elegir i paréntesis y tomar el término
x de alĺı. De los demás se toman entonces n − i veces el término y, por lo
que el coeficiente de xi incluye yn−i y corresponde a elegir i elementos de un
conjunto de n.




















puede ser calculado mediante el uso
del Triángulo de Pascal , herramienta bastante útil en el aula de clase.
4.6. Variando las condiciones: Los números
de Catalán
Si tomamos como base el plano N2 indicado al comienzo de este caṕıtulo
y se desea llegar al punto (n, n), ¿De cuántas formas puede llegarse de tal
modo que la trayectoria realizada no cruce la diagonal mostrada en la figura
4.10? En la figura 4.10 se pueden apreciar dos trayectorias, una válida y otra
incorrecta, dadas las condiciones del problema.
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Figura 4.10: ¿Cuántos caminos pueden construirse desde (0, 0) hasta (n, n)
sin cruzar la diagonal?. En color azul se muestra una trayectoria válida,
mientras que la de color naranja es incorrecta al cruzar la diagonal en más
de una ocasión.
Como ejemplo de la forma en que puede crecer la cantidad de trayec-
torias posibles, la figura 4.11 muestra la cantidad de trayectorias posibles
para alcanzar los puntos (0, 0) (trayectoria vaćıa que solo puede existir de
un modo), (1, 1), (2, 2), (3, 3) y (4, 4). Las cantidades respectivas para estos
casos y algunos más de la secuencia son 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430,
4862, 16796, 58786, 208012,... Los números de esta secuencia se denominan
Números de Catalán , los cuales son nombrados en honor al matemático
Charles Catalan, del siglo XIX, aunque se encuentran registros de su estudio
desde el siglo XVIII (año 1730) por el matemático chino Ming Antu [42].
Para analizar y solucionar este problema debe observarse que toda trayecto-
ria incorrecta cruza la diagonal mostrada una primera vez. Al primer punto
que alcanza una trayectoria incorrecta le denominaremos P , con coordena-
das (k, k + 1), es decir, tiene un paso vertical más que pasos horizontales.
Puesto que es una trayectoria hasta (n, n), desde P faltan n− k a la derecha
y n− (k + 1) hacia arriba.
Para contar de forma separada, intercambiaremos todos los pasos posteriores
a P : cada paso a la derecha por un paso hacia arriba y cada paso hacia arriba
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Figura 4.11: Formas en las que puede ser alcanzado el punto (n, n) para
0 ≤ n ≤ 4. Imagen generada usando Excel.
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Figura 4.12: A partir del punto P se intercambian las direcciones de cada
paso en la trayectoria.
hacia la derecha, la figura 4.12 muestra un ejemplo de este tipo. Aśı, se han
dado k+(n−(k+1)) = n−1 pasos a la derecha, y k+1+(n−k) = n+1 pasos
hacia arriba. De este modo, el problema de contar trayectorias incorrectas se
reduce a contar el total de trayectorias hasta (n − 1, n + 1). Aśı, basta con
hallar la diferencia entre el número total de trayectorias hasta (n− 1, n+ 1)













































Puesto que esta secuencia corresponde a la cantidad de trayectorias desde el
punto (0, 0) hasta (n, n), puede ser listada como una función de n, en otras
palabras, es una sucesión bien definida de números enteros (OEIS A000108).
Los números de Catalán pueden ser identificados en variedad de situaciones
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de tipo discreto. A continuación se presentará una de ellas: la relación entre
los números de Catalán y los ret́ıculos de Tamari. Durante la aplicación de
las actividades propuestas en este documento (caṕıtulo 7) podrán apreciarse
algunas otras de tales aplicaciones.
4.6.1. Ret́ıculo de Tamari
Un ret́ıculo de Tamari de orden n es un conjunto Tn parcialmente ordena-
do que se conforma agrupando n+1 elementos usando paréntesis. La regla de
aplicación es (xy)z → x(yz). Dicho orden puede ser representado mediante
un diagrama de Hasse6. La figura 4.13 muestra los elementos y ordenación
correspondientes a los conjuntos T2, T3 y T4.
No se incluye el diagrama correspondiente a T5 y T6 pues estos contienen
42 y 132 elementos respectivamente; se puede comprobar que en efecto, la
cantidad de estos elementos crece aceleradamente. Pero, ¿en qué medida?
Nótese que si desean organizarse n+1 elementos se hace uso de n−1 pares de
paréntesis; estos tienen significado si hay la misma cantidad de paréntesis de
apertura, “(” como de cierre, “)”. En particular, una cadena de paréntesis es
válida si la cantidad de paréntesis de apertura es mayor o igual a la cantidad
de paréntesis de cierre.
Aśı, una cadena bien formada es comparable con un punto en una trayectoria
reticular que no atraviesa la diagonal y = x ejemplificada en la figura 4.10.









6Un diagrama de Hasse es una representación gráfica de un conjunto ordenado. Donde
los elementos relacionados entre śı están conectados a través de un segmento. En la figura
4.13 se puede apreciar que en T3 se verifica que a(b(cd)) ≤ a((bc)d) ≤ (a(bc))d ≤ ((ab)c)d,
y que a(b(cd)) ≤ (ab)(cd) ≤ ((ab)c)d; pero también debe notarse que (ab)(cd) no es
comparable con a(b(cd)) ni con (a(bc))d.
106 Trayectorias en el plano N2
(a) T2 (b) T3
(c) T4
Figura 4.13: Diagramas de Hasse para T2, T3 y T4.
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Figura 4.14: Direcciones posibles. ¿Cuántos caminos hay desde (0, 0) hasta
(m,n)?
4.7. Trayectorias de Delannoy
En este apartado no se involucra directamente el Triángulo de Pascal,
sin embargo concatena los argumentos presentados en la anterior sección y
expande a otras dimensiones y condiciones el problema del número de rutas
entre dos puntos dados.
Ahora bien, el Triángulo de Pascal se ve involucrado en la esencia de las
soluciones planteadas, pues se plantea un método concreto de solución del
problema expuesto.
Trayectorias de Delannoy en N2
Con las condiciones mencionadas en el problema del inicio de la sección
anterior se busca establecer la cantidad de rutas posibles que hay desde el
punto (0, 0) hasta cualquier otro (m,n) en el plano N2. Obsérvese que aun
cuando se han incluido trayectorias diagonales desde cada punto, el número
de trayectorias compuestas por movimientos únicamente verticales y hori-
zontales sigue siendo igual a C(m,n) = (m+n)!
m!·n! .
Nótese también que cada vez que se hace un movimiento de tipo diagonal
(denominémoslo z en este caso), se evita tanto un movimiento horizontal
como uno vertical.
Definición 4.7.1. Se denomina Trayectoria de Delannoy a una secuencia
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L = {v1, v2, ..., vk} donde vi ∈ N2 y se satisface alguna de las siguientes
condiciones
vi+1 − vi = (1, 0)
vi+1 − vi = (0, 1)
vi+1 − vi = (1, 1)
para 1 ≤ i ≤ k − 1, donde (a1, b1)− (a2, b2) = (a1 − a2, b1 − b2).
Por ejemplo, si se toma como punto de partida el punto (3, 2), hay
C(3, 2) = 5!
2!·3! = 10 posibles trayectorias compuestas de desplazamientos
tipo x y y (codificados por la clase de equivalencia x3y2). Ahora, si se desea
hacer uso de una trayectoria tipo z, se ahorra un movimiento vertical y uno
horizontal, por lo que (si solo se hace un movimiento diagonal y el resto
verticales y horizontales) se tiene una trayectoria codificada por la clase de
equivalencia x3−1y2−1z1 = x2y1z1 y se disminuye en 1 el total de movimientos
realizados (se quita un movimiento en x y uno en y, pero se añade uno en z ).
Concluido este razonamiento, también es posible plantear trayectorias tipo
x1y0z2, pero ninguna que incluya z3, pues se pasaŕıa del punto objetivo. De
este modo, se deduce que el máximo número de componentes z permitidas
desde un punto (m,n) está determinado por el menor valor de estos; en otras
palabras: si w representa el máximo orden de z permitido para una codifica-
ción de trayectoria de un punto (m,n), w = min{m,n}.
Ahora, siguiendo con el ejemplo mencionado arriba, las trayectorias que per-
tenecen a la clase x2y1z1 son xxyz, xyxz, yxxz, xyzx, yxzx, yzxx, xxzy, xzxy,
zxxy, xzyx, zxyx y zyxx (12 trayectorias distintas siguiendo esta codificación).
El problema de contar todas las trayectorias que corresponden a esta clase de
equivalencia se puede reducir a identificar el número de permutaciones que
tiene el conjunto de letras xxyz. En general, el problema para cada caso se
limitará a identificar el número de permutaciones que posea la codificación
xaybzc; es una permutación de a + b + c distribuidos en tres clases. Aśı, el





= C(a, b, c).
Pero las trayectorias (clases de equivalencia) posibles desde un punto dado
(m,n) no es único, pues puede haber desde 0 z ’s en la codificación hasta w
Trayectorias de Delannoy 109
de ellas (w = min{m,n}).
Entonces, el número posible de trayectorias desde un punto dado queda de-




(m− i)! · (n− i)! · i!
. (4.12)
Trayectorias de Delannoy en Nn
Teniendo como punto de partida esta última igualdad, es posible extender
el razonamiento anterior a dimensiones mayores; supóngase el espacio n-
dimensional Nn, en el cual se definen las trayectorias reticulares usuales, y
adicionalmente, las diagonales (ascendentes) de cada uno de los cubos alĺı
formados. Aśı, es posible identificar rutas alternas desde (0, 0, ..., 0) hasta
(m1,m2, ...,mn), que serán denominadas aqúı como Dn (Rutas de Delannoy
de orden n).
¿Cuántas rutas posibles Dn hay desde el punto (0, 0, ..., 0) del
espacio Nn hasta otro (m1,m2, ...,mn)?
Solución
Primero, puesto que las trayectorias reticulares son también parte de este
conteo, se tiene que la codificación para las trayectorias asociadas al punto




2 · · · xmnn , y su número es
T0(m1,m2, ...,mn) =
(m1 +m2 + · · ·+mn)!
m1!m2! · · ·mn!
.
Ahora, cada vez que un paso diagonal es dado, ahorra un paso en todas
las demás direcciones, por lo que la trayectoria inicialmente codificada como
xm11 x
m2




2 · · ·xmn−1n d1. Por lo tan-
to, el número T1 de trayectorias que usan únicamente 1 paso diagonal es
T1(m1,m2, ...,mn) =
((m1 − 1) + (m2 − 1) + · · ·+ (mn − 1) + 1)!
(m1 − 1)!(m2 − 1)! · · · (mn − 1)! · 1!
=
(m1 +m2 + · · ·+mn − n+ 1)!
(m1 − 1)!(m2 − 1)! · · · (mn − 1)! · 1!
.
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Cuando se utilizan 2 pasos diagonales, el razonamiento es el mismo, pero
ahora se ahorran 2 pasos en cada una de las demás direcciones. Aśı, el núme-
ro T2 total de rutas que incluyen únicamente 2 diagonales es
T2(m1,m2, ...,mn) =
((m1 − 2) + (m2 − 2) + · · ·+ (mn − 2) + 2)!
(m1 − 2)!(m2 − 2)! · · · (mn − 2)! · 2!
=
(m1 +m2 + · · ·+mn − 2n+ 2)!
(m1 − 2)!(m2 − 2)! · · · (mn − 2)! · 2!
=
(m1 +m2 + · · ·+mn − 2(n− 1))!
(m1 − 2)!(m2 − 2)! · · · (mn − 2)! · 2!
.
Este razonamiento se puede extender como máximo hasta que el exponente
de alguno de los xi sea 0; esto es, hasta que el exponente en d sea igual al
menor de los mi que componen la ubicación del punto elegido.
De este modo, el número de trayectorias Tk que involucra exactamente k
(con k ≤ w) pasos diagonales es
Tk(m1,m2, ...,mn) =
((m1 − k) + (m2 − k) + · · ·+ (mn − k) + k)!
(m1 − k)!(m2 − k)! · · · (mn − k)! · k!
=
(m1 +m2 + · · ·+mn − kn+ k)!
(m1 − k)!(m2 − k)! · · · (mn − k)! · k!
=
(m1 +m2 + · · ·+mn − k(n− 1))!
(m1 − k)!(m2 − k)! · · · (mn − k)! · k!
Y aśı, el número total de rutas Dn(m1,m2, ...,mn) será igual a la suma de




(m1 +m2 + · · ·+mn − i(n− 1))!
(m1 − i)!(m2 − i)! · · · (mn − i)! · i!
(4.13)
donde w = min{mi}.
Obsérvese además que
(m1 − i) + (m2 − i) + ...+ (mn − i) + i = m1 +m2 + · · ·+mn − i(n− 1)
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C(m1 − i,m2 − i, ...,mn − i, i) (4.14)
con w = min{mi}.
Cálculo manual de Números de Delannoy en N2
Como se observó anteriormente, las trayectorias reticulares en N2 pueden
ser calculadas mediante la construcción del triángulo de Pascal, siendo un
método efectivo y notablemente intuitivo. Ahora, al observar los números de
Delannoy, estos también pueden ser generados mediante la adición sucesiva
de valores adyacentes en la grilla anterior, pero no siendo dos, sino tres de
ellos.
Aśı, no es extraño preguntarse
¿Es posible realizar una construcción tangible que permita calcular los
números de Delannoy de una manera similar?
La respuesta a esta pregunta es afirmativa, usando para ello una construcción
que en cierto modo conserva la forma triangular del caso anterior. Usando
dos caras adyacentes de un tetraedro (regular, preferiblemente, por sus pro-
piedades estéticas), como se aprecia en la figura.
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Figura 4.15: Tetraedro ABCD. Construido usando el programa Geogebra.
Usando tal esquema como gúıa, se usarán las caras ABC y ACD con-
juntamente para la construcción deseada. Obsérvese que el tetraedro tiene k
niveles, cada nivel m con m+ 1 intersecciones en él (entendiendo el punto A
como el nivel 0).
La construcción se realiza inductivamente como sigue:
Las aristas AB y AD serán análogas a los ejes x y y del plano, respec-
tivamente. De este modo, el punto A será análogo al punto (0, 0) del
plano.
Se asociarán números naturales a cada punto.
Cada punto sobre las aristas AB y AD es alcanzado por medio de una
única trayectoria. Por lo tanto se les asigna el número 1.
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Figura 4.16: Marcación de los bordes del tetraedro, correspondientes con los
ejes OX y OY
A cada punto en el interior de las caras ABC y ACD se le asigna la suma
de 3 números adyacentes a él: los dos que se encuentran inmediatamente
arriba de él y el que se encuentre a su lado, cuya distancia a la arista
AB o AD sea mı́nima.
Si el punto se encuentra sobre la arista AC, se sumará el valor inme-
diatamente superior a este y los dos adyacentes.
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Figura 4.17: Asignación de los valores del Tetraedro aritmético
Si bien el método no es lo suficientemente eficiente, pues los valores crecen
rápidamente, es una manera intuitiva que podŕıa proporcionar un primer
acercamiento al tema en cuestión.
Por otro lado, puede surgir la pregunta de si existen esquemas similares para
dimensiones mayores (y si pueden ser representados concretamente) o para
variaciones del mismo problema.
Como se ha podido observar, si bien el Triángulo de Pascal se presenta en
el aula solo como una mera herramienta intermedia sin mayor importancia,
a través de este se puede explorar una gran variedad de propiedades y apli-







En este caṕıtulo se hará un breve recorrido sobre las normativas existentes
en Colombia en torno a distintos temas de la Teoŕıa de Números, comenzando
en los niveles inferiores, pues es alĺı donde se establecen las bases del trabajo
en los años posteriores. Posteriormente se presentarán algunos argumentos a
favor de la implementación de estas temáticas en la enseñanza escolar.
5.1. Matemáticas en el colegio: El curŕıculo
En Colombia los contenidos y programas curriculares en la escuela son
definidos por los Lineamientos Curriculares (LC) [36] y los Derechos Bási-
cos de Aprendizaje (DBA) [35]; los primeros fueron definidos a finales de la
década de 1990 por una comisión de distintos investigadores y educadores del
páıs. Por otro lado, los DBA se oficializan casi 20 años después (2016) como
respuesta a la necesidad de estandarizar los conocimientos mı́nimos que debe
alcanzar un estudiante de un grado dado en todo el territorio nacional.
Tal como se indica en el preámbulo del documento de Lineamientos Cu-
rriculares del Ministerio de Educación Nacional [36, p. 2],
Los lineamientos constituyen puntos de apoyo y de orientación
general frente al postulado de la Ley que nos invita a entender
el curŕıculo como “...un conjunto de criterios, planes de estudio,
programas, metodoloǵıas y procesos que contribuyen a la forma-
ción integral y a la construcción de la identidad cultural nacional,
regional y local...”(art́ıculo 76).
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Para cada grado de educación preescolar, básica y media se definen las temáti-
cas pertinentes a la edad correspondiente; se divide el estudio de las ma-
temáticas en cinco grandes grupos llamados Pensamientos :
1. Pensamiento numérico y sistemas numéricos.
2. Pensamiento espacial y sistemas geométricos.
3. Pensamiento métrico y sistemas de medidas.
4. Pensamiento aleatorio y los sistemas de datos.
5. Pensamiento variacional y sistemas algebraicos y anaĺıticos.
En torno al pensamiento numérico, en los Lineamientos Curriculares se indica
que
Respecto al desarrollo de pensamiento numérico y ampliando al-
gunos énfasis propuestos en la Resolución 2343, diŕıamos que al-
gunos aspectos fundamentales estaŕıan constituidos por el uso
significativo de los números y el sentido numérico que suponen
una comprensión profunda del sistema de numeración decimal,
no solo para tener una idea de cantidad, de orden, de magnitud,
de aproximación, de estimación, de las relaciones entre ellos, sino
además para desarrollar estrategias propias de la resolución de
problemas. Otro aspecto fundamental seŕıa la comprensión de los
distintos significados y aplicaciones de las operaciones en diversos
universos numéricos, por la comprensión de su modelación, sus
propiedades, sus relaciones, su efecto y la relación entre las dife-
rentes operaciones. Es de anotar que para el desarrollo del pensa-
miento numérico se requiere del apoyo de sistemas matemáticos
más allá de los numéricos como el geométrico, el métrico, el de
datos; es como si este tipo de pensamiento tomara una forma
particular en cada sistema.
Obsérvese que en la descripción que alĺı se hace, el número se identifica sim-
plemente como una herramienta para traducir el mundo a entes abstractos.
Mientras (por ejemplo) en el caṕıtulo 2 se observan estos números como su-
jetos de análisis y verificación, aqúı son simplemente un medio que no tiene
mayor valor. Por otro lado, para el pensamiento algebraico y variacional se
afirma que
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Respecto al álgebra, se considera que en un primer momento gene-
raliza patrones aritméticos y posteriormente se constituye en una
potente herramienta para la modelación de situaciones de cuanti-
ficación y de diversos fenómenos de variación y cambio, es por ello
que debe involucrar entre otros aspectos el uso comprensivo de la
variable y sus diferentes significados, la interpretación y modela-
ción de la igualdad y de la ecuación, las estructuras algebráicas
como medio de representación y sus métodos como herramientas
en la resolución de problemas, la función y sus diferentes formas
de representación, el análisis de relaciones funcionales y de la va-
riación en general para explicar de qué forma un cambio en una
cantidad produce un cambio en otra, y la contextualización de
diversos modelos de dependencia entre variables.
Posteriormente, y como consecuencia se plantean los Estándares Básicos de
Competencias para Matemáticas (EBCM) y para otras áreas como lengua-
je o Ciencias Naturales; estos estándares establecen de manera general las
temáticas y contenidos básicos que deben verse en cada uno de los grados
de la educación escolar; Estos grados son divididos en cinco grandes grupos
denominados ciclos, compuestos por dos o tres grados. Aśı, el ciclo I incluye
los cursos primero, segundo y tercero de primaria; el ciclo II se compone de
cuarto y quinto; el ciclo III sexto y séptimo; el ciclo IV octavo y noveno, y el
ciclo V contiene los grados décimo y undécimo. Las figuras 5.1 a 5.5 muestran
los EBCM correspondientes a cada uno de los ciclos indicados en torno al
Pensamiento Numérico [36].
Teniendo en cuenta estos elementos gúıa, a continuación se dará una
presentación de los Estándares Básicos de Competencias en Matemáticas
correspondientes al pensamiento numérico, aśı como una ĺınea de los distintos
DBA que direccionan el estudio de las matemáticas en torno a los temas
tratados en la primera parte de este documento.
5.1.1. Estándares Básicos de Competencias
En su documento oficial [36, p. 11], se establece la definición de lo que se
entiende por estándar:
Un estándar es un criterio claro y público que permite juzgar si
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un estudiante, una institución o el sistema educativo en su con-
junto cumplen con unas expectativas comunes de calidad; expresa
una situación deseada en cuanto a lo que se espera que todos los
estudiantes aprendan en cada una de las áreas a lo largo de su
paso por la Educación Básica y Media, especificando por grupos
de grados (1 a 3, 4 a 5, 6 a 7, 8 a 9, y 10 a 11) el nivel de calidad
que se aspira alcanzar.
Los EBC indican las temáticas básicas a estudiar en cada ciclo de enseñanza.
Cada uno de estos estándares es planteado pensando en la existencia de una
coherencia vertical y horizontal con los demás [36, p. 78]:
La complejidad conceptual y la gradualidad del aprendizaje de las
matemáticas a las que ya se hizo mención exigen en los estánda-
res una alta coherencia tanto vertical como horizontal. La primera
está dada por la relación de un estándar con los demás estánda-
res del mismo pensamiento en los otros conjuntos de grados. La
segunda está dada por la relación que tiene un estándar deter-
minado con los estándares de los demás pensamientos dentro del
mismo conjunto de grados.
Teniendo en cuenta estas directrices se observan distintas posibilidades al
momento de abordar los temas relacionados con la aritmética y la Teoŕıa
de Números. Sin embargo, la presencia de otros pensamientos, importantes
en igual medida, obliga a los docentes y estudiantes a priorizar unos sobre
otros, generalmente dando por terminado el aprendizaje y manejo de temas
tan elementales como los números enteros.
Con la intención de analizar los contenidos espećıficos de los EBC en relación
con el Pensamiento Numérico (categoŕıa en la cual se inscribe el presente tra-
bajo, en principio) se presentan en las figuras 5.1 a 5.5 los estándares básicos
de competencia en los 5 ciclos académicos.
Al observar con detalle cada uno de los estándares propuestos, pueden
hacerse varias observaciones:
Puede apreciarse en los tres primeros ciclos de enseñanza una gran can-
tidad de básicos mı́nimos que debe alcanzar un estudiante en relación
con el Pensamiento Numérico.
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Figura 5.1: Estándares Básicos de Competencias en Matemáticas para el ciclo
1.
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Figura 5.2: Estándares Básicos de Competencias en Matemáticas para el ciclo
2.
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Figura 5.3: Estándares Básicos de Competencias en Matemáticas para el ciclo
3.
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Figura 5.4: Estándares Básicos de Competencias en Matemáticas para el ciclo
4.
Figura 5.5: Estándares Básicos de Competencias en Matemáticas para el ciclo
5.
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Se evidencia una posterior cáıda en la cantidad de estándares de este
pensamiento en los ciclos IV y V, con la intención (presumiblemente)
de dedicarle mayor atención al desarrollo de las otras categoŕıas (Pen-
samientos Geométrico, Métrico, Aleatorio y Algebraico-variacional).
Entre los tres primeros ciclos se pueden evidenciar intentos de desa-
rrollar habilidades en la identificación de patrones y elaboración de
conjeturas a partir de elementos particulares.
Teniendo en cuenta lo anterior, es importante resaltar la importancia de se-
guir cultivando las habilidades de observación y conjeturación en el camino
a la generalización de propiedades y relaciones en el campo de los números
enteros.
Antes de continuar, se presentarán algunas cuestiones relacionadas con el
estudio de los números enteros y la combinatoria en el aula en la formulación
de los DBA. Para mayor profundidad se recomiendan [7], [13] y [15].
5.1.2. Derechos Básicos de Aprendizaje
Por otro lado, para los Derechos Básicos de Aprendizaje en Matemáticas
[35, p.5]:
El Ministerio de Educación Nacional presenta los Derechos Bási-
cos de Aprendizaje (DBA), un conjunto de aprendizajes estruc-
turantes que han de aprender los estudiantes en cada uno de los
grados de educación escolar, desde transición hasta once, y en las
áreas de lenguaje, matemáticas en su segunda versión, ciencias
sociales y ciencias naturales en su primera versión [...] explicitan
los aprendizajes estructurantes para un grado y un área parti-
cular. Se entienden los aprendizajes como la conjunción de unos
conocimientos, habilidades y actitudes que otorgan un contexto
cultural e histórico a quien aprende. Son estructurantes en tanto
expresan las unidades básicas y fundamentales sobre las cuales se
puede edificar el desarrollo futuro del individuo.
Por supuesto, estos DBA se articulan con los EBC, correspondiéndose entre
śı en la formulación pertinente de temáticas que permiten el desarrollo de
competencias apropiadas para la comprensión de su entorno, dada su etapa
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Figura 5.6: DBA propuestos para estudiantes de grado Primero (tomados de
[35]).
de desarrollo. Las figuras 5.6 a 5.16 muestran la globalidad de los derechos
planteados.
Si bien se establecen de forma general, es posible identificar una serie de
contenidos espećıficos relacionados con la propuesta del presente documento,
las figuras 5.17 a 5.19 muestran algunos de los más notables. En la serie
de actividades propuestas se especificarán los EBC y DBA involucrados en
mayor medida en cada una.
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Figura 5.7: DBA propuestos para estudiantes de grado Segundo (tomados de
[35]).
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Figura 5.8: DBA propuestos para estudiantes de grado Tercero (tomados de
[35]).
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Figura 5.9: DBA propuestos para estudiantes de grado Cuarto (tomados de
[35]).
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Figura 5.10: DBA propuestos para estudiantes de grado Quinto (tomados de
[35]).
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Figura 5.11: DBA propuestos para estudiantes de grado Sexto (tomados de
[35]).
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Figura 5.12: DBA propuestos para estudiantes de grado Séptimo (tomados
de [35]).
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Figura 5.13: DBA propuestos para estudiantes de grado Octavo (tomados de
[35]).
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Figura 5.14: DBA propuestos para estudiantes de grado Noveno (tomados de
[35]).
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Figura 5.15: DBA propuestos para estudiantes de grado Décimo (tomados de
[35]).
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Figura 5.16: DBA propuestos para estudiantes de grado Undécimo (tomados
de [35]).
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Figura 5.17: DBA correspondientes a los grados 1, 2, 3 y 4 relacionados con
la propuesta de actividades (tomados de [35]).
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Figura 5.18: DBA correspondientes a los grados 5, 6, 7 y 8 relacionados con
la propuesta de actividades (tomados de [35]).
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Figura 5.19: DBA correspondientes a los grados 9, 10 y 11 relacionados con
la propuesta de actividades (tomados de [35]).
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5.2. Combinatoria en el aula
Como se menciona en [7, p. 67] y [31, p. 60], la capacidad de razonamiento
combinatorio está ı́ntimamente ligada al estudio de la probabilidad y el azar,
y aun más lejos, a la manipulación simbólica básica en la lógica proposicio-
nal; de este modo, una inadecuada fundamentación al respecto incide no solo
en su propio campo, sino en otros tantos, que a su vez son la base para la
construcción de nuevo conocimiento.
De acuerdo con los resultados mostrados en [30] el desarrollo psicogenético de
un estudiante se vuelve más complejo con el paso de los años, denominando
a cada etapa como estadios. A saber
Estadio 1 (hasta alrededor de los 7 años). Los niños no logran identificar
de manera sistemática los procesos combinatorios, aśı como la ausencia
de un concepto espećıfico que englobe todas las posibilidades. Cada
evento posible debe ser experimentado por tanteo para ser identificado.
Estadio II (de los 8 a los 11 años). Los niños se interesan por descubrir
una forma eficiente de calcular las formas en que puede ocurrir un
evento, sin llegar de manera natural a un resultado satisfactorio.
Estadio III (desde los 11 ó 12 años). El interés por sistematizar un
proceso de identificación de posibilidades en un conjunto de eventos se
mantiene, y además, llega a buen término, logrando aśı una búsque-
da ordenada de alternativas y, en algunos casos, el reconocimiento y
formalización de un proceso.
En principio se puede pensar que los resultados se pueden obtener natural-
mente y de forma independiente por parte de los estudiantes; sin embargo,
esto no siempre ocurre, y en muchos casos desaparece en el camino. Fishbein
([21]) complementa las observaciones de Piaget e Inhelder indicando que hay
sujetos que superan las edades planteadas en el estadio III, y que sin embargo,
no desarrollan habilidades de sistematización en la búsqueda de alternativas.
Fishbein se interesa por la utilidad que tiene la actividad de enseñanza en el
aula, resaltando que no solo proporciona herramientas para el desarrollo del
estadio actual de estudiante, sino que también acelera su desarrollo al próxi-
mo estadio. Posteriormente, sus sospechas se vieron confirmadas al mostrar
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que los estudiantes con edades superiores a los 9 años comprend́ıan en mejor
medida los elementos estudiados.
Con esto en mente, se sugiere el trabajo de los temas presentados en este
documento como herramienta en el desarrollo de diversas habilidades y po-




En este caṕıtulo se describe de manera general el contexto de aplicación
de la propuesta: la Institución educativa, la cantidad y condiciones del gru-
po participante, y el diagnóstico realizado a sus integrantes. Este último se
secciona en 3 partes, cada una correspondiéndose con los problemas sabios
de los tres primeros caṕıtulos de este documento.
6.1. El Colegio Rufino José Cuervo I.E.D.
El Colegio Rufino José Cuervo es una institución oficial (distrital); ofre-
ce educación a estudiantes de preescolar a undécimo grado, distribuidos en
4 sedes. Para el caso particular de esta propuesta, se trabajará en la Sede
A, Jornada Tarde, donde se encuentran los niveles de octavo a undécimo.
Adicionalmente, el Plantel ofrece 4 modalidades-especialidades de estudio a
los estudiantes de grados décimo y undécimo: Administración comercial y fi-
nanciera, Electricidad e instalaciones domiciliarias, Redes de computadores,
y Comunicación Gráfica.
Tres de estas modalidades incluyen una formación más intensa en el área
de Matemáticas, de acuerdo a las necesidades de cada una. La modalidad de
Comunicación Gráfica tiene la misma intensidad en el área que en los grados
octavo y noveno (4 horas semanales), y, como muchos lo esperan, es el grupo
más numeroso. Las modalidades restantes tienen un enfoque empresarial o
de ingenieŕıa, siendo muy exigentes las áreas relacionadas con las Ciencias
Naturales (incluyendo Matemáticas) y las modalidades mismas.
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En grado Noveno, los estudiantes eligen conjuntamente con sus padres (y
con apoyo de la orientadora del Colegio) la modalidad a la que aplicarán de
acuerdo a sus gustos, habilidades y aptitudes. Los estudiantes son jóvenes de
entre 13 y 17 años, estratos socioeconómicos 1 y 2 y que si bien no tienen
bases fort́ısimas en matemáticas, tienen interés en mejorarlas y se proyectan
a largo plazo como profesionales en disciplinas técnicas y/o sociales tal como
lo define el PEI del colegio.
El grupo al que va dirigida esta propuesta está compuesto por 29 estudiantes
de grados octavo y noveno; se denominan semillero, enfocándose en la idea de
fortalecer sus aptitudes académicas en distintas áreas del conocimiento. Debe
resaltarse que este grupo es de carácter voluntario, y que no corresponde a
un programa institucional. Los estudiantes de este grupo no presentan falen-
cias marcadas en el estudio de las matemáticas, pero tampoco habilidades
excepcionales de cálculo o deducción. Su motivación principal está basada en
su interés en proyectarse profesionalmente a futuro.
6.2. Percepciones personales de los estudian-
tes
Por supuesto, uno de los aspectos a tener en cuenta al momento de pro-
poner alguna de las actividades de este documento es la predisposición de los
alumnos respecto a las temáticas a estudiar. Con este fin se diseñó, usando
la herramienta Google Drive, un cuestionario de percepciones1 que recogiera
tales opiniones.
6.2.1. El cuestionario
Las figuras 6.1 a 6.6 muestran el formulario presentado a los estudiantes.
Este se realizó de manera digital con una doble intención: la primera de
ellas proporcionar un espacio libre de presiones a los estudiantes con el fin
de obtener respuestas sinceras, y la segunda, para optimizar el proceso de




Figura 6.1: Presentación del formulario.
análisis. A continuación se hará una breve presentación y descripción del
cuestionario realizado, indicando la intención de cada parte de este.
Parte 1. Presentación del Formulario, Figura 6.1. Se hace énfasis en el
carácter anónimo y no-evaluado del cuestionario y se desea que los
estudiantes puedan responder a las preguntas de este sin condi-
cionamientos sobre sus calificaciones o las opiniones personales del
docente.
Parte 2. Preguntas de caracterización, Figura 6.2. Se consulta a los es-
tudiantes sobre su edad y el curso al que pertenecen, ya que, como
se indicó en la sección 5.2, pueden haber algunas diferencias rela-
cionadas con el estadio de desarrollo del estudiante.
Parte 3. Pregunta 1, Figura 6.3. Como se ha mencionado, los estudiantes
participantes hacen parte de un grupo de apoyo académico con mi-
ras a mejorar su rendimiento académico y promover el fomento de
actividades de tipo cient́ıfico. Sin embargo, debe resaltarse que los
estudiantes no corresponden a un grupo de refuerzo o nivelación, y
tampoco de est́ımulo a capacidades excepcionales. Son estudiantes
que presentan falencias y habilidades variadas, lo que los constituye
como un grupo heterogéneo (teniendo en cuenta sus calificaciones
escolares).
Teniendo esto en cuenta, se desea conocer la experiencia subjetiva
de cada estudiante en torno a la asignatura en cuestión. Esto per-
mitirá direccionar el trabajo durante su implementación (de forma
grupal) y a su vez establecer una referencia al momento de terminar
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Figura 6.2: Primeras preguntas del formulario. Se busca observar si hay una
relación entre la edad y grado del estudiante y su percepción personal frente
a nuevos temas en Matemáticas.
su aplicación.
Parte 4. Preguntas 2 y 3, Figura 6.4. Aśı como la pregunta anterior se
corresponde con la experiencia de los estudiantes, en este caso se
desea conocer sus inclinaciones personales en relación con el área de
Matemáticas. Obsérvese que estas preguntas no son equivalentes a la
pregunta 1, pues hay estudiantes que pueden tener un rendimiento
académico adecuado, pero que sin embargo no muestran un interés
especial en las matemáticas. De manera similar, pueden encontrarse
estudiantes que profesan gusto por las matemáticas, pero que sus
resultados académicos no se corresponden con ello.
Parte 5. Pregunta 4, Figura 6.5. El término Teoŕıa de Números no es pre-
sentado formalmente en el curŕıculo de Matemáticas; al mencionar
a los estudiantes el nombre de esta rama pueden generarse distintas
ideas sobre lo que puede ser. Con un sentido más curioso, desea
saberse las preconcepciones que genera este término y cómo puede
llegar a influir durante el proceso.
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Figura 6.3: Las primeras preguntas en materia del cuestionario. Se hacen
estas preguntas con el fin de conocer la experiencia subjetiva previa de los
participantes.
Figura 6.4: La pregunta 3 busca conocer no la experiencia en Matemáticas
de los estudiantes, sino su sentir respecto a esta disciplina.
Figura 6.5: Los estudiantes no conocen formalmente el término. Se desea
saber su predisposición al respecto, solo a partir de su nombre.
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Figura 6.6: Se desea saber cómo conciben esta rama de las Matemáticas;
¿Qué temas esperan ver los alumnos en un estudio como este?
Parte 6. Pregunta 5, Figura 6.6. A partir de los aspectos mencionados en
las preguntas y condiciones anteriores puede existir variedad de ex-
pectativas en relación con los temas a tratar durante la implemen-
tación de la propuesta. Esta pregunta quiere indagar el nivel de
expectativa que puede generarse.
6.2.2. Las respuestas
Un total de 29 estudiantes respondieron el cuestionario entregado, de
donde se pueden ver algunas tendencias en torno a algunas de las preguntas
(3, 4 y 5); en las demás hubo bastante variabilidad. En este apartado se
mostrará un breve resumen de las respuestas obtenidas.
La población
De los 29 estudiantes que respondieron al formulario2, se obtuvo la si-
guiente distribución de edades y cursos:











Curso Número de estudiantes
Octavo 16
Noveno 13
Tabla 6.1: Distribución de la población participante.
Si bien la diferencia entre los cursos participantes es de solo un grado,
puede notarse que hay una notable variedad de edades entre los estudian-
tes; esto se evidencia en la práctica algunas veces al identificar estudiantes
con razonamientos menos maduros en comparación con sus compañeros. En
contraste, algunos de los estudiantes de mayor edad tienden a avanzar con
mayor facilidad en temas que generalmente resultan más complicados para
sus compañeros.
Sobre la experiencia previa de los estudiantes en relación con el área de
Matemáticas puede observarse gran variedad; la figura 6.7 muestra la distri-
bución de las respuestas obtenidas. Puede observarse que hay una porción
mayor en la distribución, con el 55,2 % de la población indicando un buen
historial en el estudio de las matemáticas; sin embargo, debe tenerse en cuen-
ta que ese porcentaje corresponde a 16 de un grupo de 29, lo que todav́ıa
invita a ser precavido con las conclusiones a realizar.
Las preguntas 2 y 5 fueron planteadas en forma de escala numérica, ubi-
cando la peor opinión en el número 0 y en el 10 la mejor posible. Si se
observan con detenimiento las respuestas dadas puede notarse una tendencia
mayor hacia números altos de la escala; los promedios de puntaje para las
preguntas 2 y 5 fueron 8,517 y 7,690, lo que indica una buena disposición
de los estudiantes hacia las matemáticas, y en particular hacia la Teoŕıa de
Números.
Por otro lado, es posible que los estudiantes se hayan visto presionados por
opiniones externas a la hora de responder estas preguntas, eligiendo por este
motivo números más altos en la escala. Por lo pronto, como gesto de buena
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Figura 6.7: Distribución de respuestas en relación con la primera pregunta.
fe, se considerarán ciertas estas respuestas.
Las preguntas 3 y 4 no mostraron una fuerte tendencia en sus respuestas; esto
debido en principio a dos factores: las opiniones son subjetivas, y peor aun,
en algunos casos son desarrolladas de manera improvisada. Prueba de ello es
la identificación de respuestas simples como no sé, o abstinencia a la hora de
responder. Por otro lado, es preciso indicar que, como en las preguntas 2 y 5,
probablemente haya un leve sesgo con la intención de congraciar la opinión
del docente, además de una falta de apropiación adecuada de términos. Se
presentan algunas de las respuestas dadas por los estudiantes, pero no se
hace un recorrido más extenso en estas por la subjetividad que esto conlleva.
6.3. Actividad diagnóstico
Con el fin de indagar los preconceptos e intuiciones que poseen los es-
tudiantes, se les presenta un cuestionario más. Como el anterior, este no se
corresponde con ninguna calificación, por el carácter libre que tiene la confor-
mación del semillero. Sin embargo, aqúı śı se identificarán errores, falencias
y puntos a tener en cuenta a la hora de proponer las actividades a desarrollar.
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El cuestionario está separado en secciones, cada una correspondiéndose con
cada temática señalada anteriormente: divisibilidad y números primos, ca-
racteŕısticas especiales de números, particiones y técnicas de conteo. Si bien
se presentan varios temas en apariencia separados, se plantea un cuestiona-
rio general, que permitirá conocer las tendencias de los estudiantes en cada
una de tales temáticas. Al final de este documento, en la sección Anexos se
presenta la forma final de la prueba aplicada.
6.3.1. Aplicación de la prueba
La actividad se compone de 6 preguntas de complejidad variada, explo-
rando los distintos temas aqúı estudiados. Fue desarrollado por los mismos
estudiantes que llenaron el cuestionario, en un peŕıodo de cuatro horas. A
continuación se hace una breve descripción del instrumento utilizado.
Encabezado. Es la presentación de la actividad, se indica al estudian-
te el carácter del instrumento y se le hacen las recomendaciones para el
desarrollo de este. Es preciso resaltar que se desea que el estudiante dis-
ponga del tiempo que desee en el análisis de los problemas planteados,
por lo que una de las indicaciones es desarrollar las preguntas deseadas,
en el orden deseado, de tal modo que el estudiante no sienta presión
por el momento de la entrega. Con el fin de conocer las condiciones de
cada estudiante, se solicita que diligencie su nombre, curso y edad.
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Figura 6.8: Encabezado del instrumento diagnóstico.
Pregunta 1. En esta pregunta se informa a los estudiantes que el cua-
drado dado tiene alguna caracteŕıstica especial; no se informa cuál es.
Se espera que identifiquen que es un cuadrado mágico (probablemente
no conocen el término) y que existen distintas formas en las que se
puede obtener un número mediante suma de otros, como se vio en la
sección 3.4.
1. Observa atentamente el siguiente cuadrado
Figura 6.9: Pregunta 1.
• ¿Observas algo especial en él? Descŕıbelo con tus propias
palabras
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• ¿Puedes identificar más casos especiales en este cuadra-
do?
Pregunta 2. Tiene una doble intencionalidad: identificar las habilida-
des del estudiantes en la identificación de regularidades en elementos
visuales y numéricos.
2. Analiza las siguientes secuencias de imágenes
Figura 6.10: Pregunta 2.
• ¿Podŕıas dibujar las dos siguientes imágenes en cada se-
cuencia?
• Cada imagen se corresponde con un número, conoces los
números relacionados con las dos nuevas imágenes de
cada secuencia?
• ¿Podŕıas predecir cómo seŕıa la décima imagen de cada
secuencia y sus respectivos valores asociados?
Pregunta 3. No se espera que el estudiante encuentre todos los triángu-
los en la figura. Se busca en cambio identificar sus procesos de conteo:
si es un proceso sistemático, poco ordenado, o aleatorio.
3. ¿Cuántos triángulos puedes encontrar en la siguiente figu-
ra?
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Figura 6.11: Pregunta 3.
Preguntas 4 y 5. Estas preguntas buscan, de manera similar a la
pregunta 3, identificar los procesos de tanteo del estudiante; adicional-
mente se busca identificar la intuición del estudiante en torno a las
operaciones básicas de adición y multiplicación.
4. El número 4 puede ser expresado como una suma de dis-
tintas formas:
4 = 3 + 1 = 2 + 2 = 2 + 1 + 1 = 1 + 1 + 1 + 1
¿De cuántas formas distintas podŕıas expresar el número 8
usando sumas?
5. El número 24 puede ser expresado como una multipli-
cación de distintas formas:
24 = 12 · 2 = 8 · 3 = 6 · 4
¿De cuántas formas distintas podŕıas expresar el número 330?
Pregunta 6. Este problema puede ser solucionado de distintas formas,
se pretende conocer las propuestas que los estudiantes hacen en torno
a este tipo de problemas; como en algunos problemas anteriores, no es
indispensable que el estudiante llegue a la solución última del problema
(en efecto, probablemente no lleguen a la solución), sino conocer sus
procesos y cualificarlos, en caso de ser necesario.
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6. El rey y la reina llevan algún tiempo separados. Con la
esperanza de poder verla de nuevo, el monarca emprende su
camino hacia su señora tratando de llegar lo más pronto posi-
ble, llegando en la menor cantidad de pasos posible, ¿Cuántos
caminos puede seguir el rey en un tablero de ajedrez para lle-
gar desde su casilla (parte inferior) hasta la de su amada en
el menor número de movimientos posible?
Figura 6.12: Pregunta 6.
6.3.2. Resultados del diagnóstico
Como se temı́a, algunos de los estudiantes no respondieron algunas de las
preguntas; sin embargo, a nivel general se observan algunas tendencias co-
munes a la hora de analizar las distintas cuestiones planteadas. Cabe resaltar
que en algunos casos hubo algunas respuestas diśımiles al comportamiento
general. En su momento, serán expuestos tales casos.
Pregunta 1.
Respuesta esperada: Como se puede notar, el cuadrado mostrado
corresponde al plasmado por Alberto Durero en Melancoĺıa (figura 3.8).
De este modo, se espera que los estudiantes identifiquen que la suma
de las filas y columnas del cuadrado siempre son iguales, y posterior-
mente, identifiquen otras de las formas en las que puede ser obtenida
dicha constante (figura 3.9).
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Resultado: Los 29 estudiantes abordaron esta pregunta; como se espe-
raba, todos lograron identificar que el cuadrado estaba compuesto por
los números de 1 a 16, y que la suma de sus filas, columnas y diagonales
equivaĺıa a 34. Adicionalmente, 4 estudiantes exploraron otras formas
de obtener 34 (19 formas distintas entre todos).
Cabe señalar que estos últimos estudiantes se entusiasmaron tanto con
este cuadrado, que se llevaron una copia a casa y siguieron buscando
patrones de obtención de la constante mágica del cuadrado.
Pregunta 2.
Solución: La figura a. muestra una sucesión de triángulos equiláte-
ros de lado n, con n2 triángulos de lado 1 en su interior. El número
asociado corresponde al número de segmentos de lado 1 que se pueden
ver en cada caso. La sucesión numérica se corresponde con la fórmula
general a(n) = 3n(n+1)
2
.
La figura b. muestra una sucesión de cuadrados de lado (2n− 1), con
cuadrados negros y blancos alternadamente en su interior. La secuencia
numérica se corresponde con el número de cuadrados negros en cada
caso, correspondiéndose con la fórmula general b(n) = 2n2 − 2n+ 1.
Respuesta esperada: Probablemente el estudiante no formalice total-
mente sus observaciones, pero es posible que logre expresar en palabras
algunas de las caracteŕısticas de estas secuencias. Además, se espera que
puedan dibujar los elementos siguientes en cada una de las secuencias,
y, en algunos casos, puedan determinar los respectivos valores asocia-
dos.
Resultado: Los estudiantes pudieron dibujar sin ningún inconvenien-
te las figuras siguientes de cada secuencia, aśı como dibujar la figura
correspondiente al décimo caso de cada una. Sin embargo, al intentar
establecer una forma rápida de calcular los números correspondientes,
ninguno tuvo éxito, por lo que se limitaron a contar directamente los
segmentos y los cuadrados negros, respectivamente.
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Figura 6.13: Triángulos posibles en el dibujo de la figura 6.11.
Pregunta 3.
Solución: Es posible determinar 48 triángulos en el dibujo. La figura
6.13 muestra las posibilidades existentes.
Respuesta esperada: Probablemente los estudiantes no puedan iden-
tificar todas las posibilidades. Se espera identificar las habilidades del
estudiante en cuanto a la sistematicidad en la búsqueda de alternativas.
Resultado: En efecto, ninguno de los estudiantes pudo acertar a la
cantidad exacta de posibilidades. En promedio identificaron alrede-
dor de 36 posibles triángulos en la figura, obviando principalmente los
triángulos compuestos que no teńıan vértice en la periferia del dibu-
jo. No se evidencia un proceso sistemático más allá de identificar los
triángulos sencillos (los primeros 12 en la figura 6.13) de los demás.
Pregunta 4.
Solución: El número 8 puede ser expresado de 22 formas distintas,
como se evidencia en la figura 3.4. Respuesta esperada:A diferencia
de la pregunta 3, se espera que si bien el estudiante tarde un poco, en
efecto logre encontrar todas las particiones del número 8. Sin embargo,
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(2 · 3 · 5 · 11) · 1 = 60 · 1 2 · 3 · 5) · 11 = 30 · 11
(2 · 3 · 11) · 5 = 66 · 5 (2 · 5 · 11) · 3 = 110 · 3
(3 · 5 · 11) · 2 = 165 · 2 (2 · 3) · (5 · 11) = 6 · 55
(2 · 5) · (3 · 11) = 10 · 33 (2 · 11) · (3 · 5) = 22 · 15
Tabla 6.2: Formas en las que puede ser obtenido el número 330 como producto
de dos factores.
aun no parece seguro que el estudiante lo haga, al ser posible que no
encuentren un proceso sistemático en su desarrollo. Resultado: 7 de
los estudiantes usan un método sistemático para encontrar las parti-
ciones de 8, comenzando en separarlo en 2 partes, luego en 3, y aśı
sucesivamente hasta llegar a 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1. De los demás
estudiantes, 16 se concentraron en separar el 8 en 2 y 3 partes en su
mayoŕıa. Los estudiantes restantes (6) dejaron la tarea a la mitad, para
concentrarse en otros ejercicios.
Pregunta 5.
Solución: 330 = 2 · 3 · 5 · 11. Son cuatro números primos distintos,
por lo que el ejercicio se convierte en uno de conteo al identificar las
formas de seleccionar grupos de 4, 3 y 2 factores: Respuesta espera-
da: La descomposición de números enteros es un tema que se trabaja
desde el inicio del año escolar en grado octavo (en la institución), y se
refuerza en los siguientes; se espera por tanto que los estudiantes usen
de algún modo este proceso en el desarrollo del ejercicio para poder
encontrar distintos factores.
Resultado: Como se esperaba, la mayoŕıa de los estudiantes (21) usan
el proceso de descomposición factorial de un número. Sin embargo so-
lo 9 de ellos logran establecer una conexión entre los factores primos
de 330 y la posterior construcción de divisores de este. Finalmente, de
aquellos 9 estudiantes, 6 logran expresar las 8 formas.
Pregunta 6.
Solución: El rey del ajedrez puede moverse en cualquier dirección,
una casilla a la vez; aśı, los movimientos reticulares no son los úni-
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Figura 6.14: Cantidad de caminos alternos que puede tomar el rey para lle-
gar en 7 movimientos hasta la reina (obsérvese que la suma no aumenta
indiscriminadamente, pues al llegar a una casilla roja, excede el número de
movimientos permitidos).
cos posibles, también se puede mover en diagonal. Aśı, para llegar a
la segunda fila hay 3 alternativas válidas que acercan a los reyes (1
izquierda, 1 centro, 1 derecha3). Desde alĺı hay 9 posibilidades en to-
tal. La figura 6.14 muestra el proceso de conteo de las rutas válidas
posibles (en el caṕıtulo 4 se evidencia un método similar al inducir la
construcción del Triángulo de Pascal, en la figura 4.7).
Respuesta esperada: Se espera que los estudiantes exploren las alter-
nativas en el movimiento de la pieza de forma ordenada. Por supuesto,
pueden no comprender la totalidad el problema, por lo que se les ofre-
cerán algunas preguntas orientadoras mientras se desarrolla el ejercicio.
Resultado: Debido a que los estudiantes no están acostumbrados
a jugar ajedrez (en palabras de ellos) se les dificulta entusiasmarse con
el problema. De 357 trayectorias posibles que se podŕıan esperar, la
3Se omite la palabra arriba, pues es evidente que para acercarse no puede bajar en
ningún momento.
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tendencia fue hacer movimientos simples: solo diagonales o solo reti-
culares; en pocos casos se observó una aproximación sistemática a la
solución del ejercicio.
6.3.3. Conclusiones generales en torno a la prueba diagnósti-
ca
En general las predicciones sobre las habilidades de los estudiantes fueron
algo optimistas, en comparación con los resultados obtenidos, en términos de
la obtención de respuestas definitivas. Sin embargo, cuentan con potencial
para llegar a formalizar sus procesos con una adecuada instrucción, pues sus
capacidades para identificar patrones se ajustan a las categorizaciones hechas
por Piaget ([31]).
Los estudiantes dominan las operaciones básicas, en el sentido estrictamente
operativo. En el momento de analizar el uso de las operaciones, tienden a
confundirse sobre las posibilidades que tienen, y en otros casos olvidan al-
gunas propiedades básicas (como las propiedades asociativa y conmutativa
de la adición y la multiplicación). Es necesario desarrollar algunos ejercicios
en torno a estas operaciones y sus propiedades básicas, para no caer en la
simple ejecución de procedimientos, sino en una reflexión más profunda en
torno a estos.
Por último, es indispensable presentar problemas con un contexto más na-
tural para los estudiantes, pues en el caso del problema 6, por ejemplo, los
estudiantes se estancaron en la búsqueda de una solución al no estar lo sufi-
cientemente familiarizados con el juego de ajedrez, lo que en un principio se
hab́ıa obviado, al suponer una regla de desplazamiento simple a pesar de no
ser un jugador habitual.
Caṕıtulo 7
Propuesta de Actividades
En este caṕıtulo se presentan las actividades propuestas en torno a los
temas estudiados en la primera parte del documento. Puesto que las temáticas
son variadas, algunas de las actividades pueden ser dedicadas a un único
tema, mientras que otras pueden tratar simultáneamente con varios de ellos.
De manera similar a la prueba diagnóstico, al final de este documento, en la
sección Anexos se presentan las formas finales de estas actividades.
7.1. Actividad 1: Adivinación
Esta actividad1 busca presentar al estudiante los conceptos de divisor,
múltiplo y número primo a través de la exploración de un juego de adivina-
ción de números. Posteriormente se plantea la necesidad de identificar una
forma de saber si un número es divisible por otro, llevando aśı a los criterios
de divisibilidad para algunos valores usuales.
Objetivos:
Formalizar junto con los estudiantes el concepto de múltiplo, divisor,
múltiplo común y divisor común.
Establecer los criterios de divisibilidad para algunos números primos




Figura 7.1: Conjunto de números a elegir en la Actividad 1.
En este ejercicio se presentará a los estudiantes un conjunto de números (fi-
gura 7.1), de los cuales han de elegir uno de ellos. A continuación el gúıa
de la actividad (puede ser el docente, o alguno de los compañeros de aula,
previamente entrenado) le presentará seis tarjetas, como las mostradas en la
figura 7.2. El jugador solo deberá responder si el número elegido está en cada
una de las tarjetas.
Después de que el estudiante ha informado al gúıa sobre la presencia de
los números en las tarjetas, este último procederá a adivinarlo, dejando al
participante y a sus compañeros expectantes sobre el método usado, lo que
inducirá las siguientes preguntas:
¿Cuál es el truco en este juego?
¿Este truco es aplicable con cualquier número entero?
Intenta realizar este juego con otra persona.
El truco está en identificar el número central de cada tarjeta, pues los núme-
ros que están a su alrededor son múltiplos suyos. Aśı, si un jugador selecciona
las tarjetas que tienen como números centrales a 5 y 23, se sabrá que su núme-
ro secreto es 5 · 23 = 115.
Es en este punto donde se pueden empezar a formalizar los conceptos de
múltiplo y divisor de un número; del mismo modo, pueden empezar a vis-
lumbrarse las nociones de divisor común y múltiplo común, para finalmente
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Figura 7.2: Tarjetas preparadas previamente al desarrollo de la Actividad 1.
llevar a las definiciones de máximo común divisor y mı́nimo común múltiplo.
Después de realizar la experiencia unas cuantas veces, y de permitir a los
estudiantes examinar las tarjetas, se identificarán (con ayuda del docente)
varias caracteŕısticas:
1. Cada número aparece en dos tarjetas únicamente.
2. Todos los números de cada tarjeta son divisibles por el número en su
centro.
3. Los únicos divisores no triviales de cada número son justamente aque-
llos en el centro de sus tarjetas.
Por último, se les da a los estudiantes un conjunto de números similares a
los de la tarjeta en la figura 7.1:
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Figura 7.3: Números para un nuevo conjunto de tarjetas.
Esta vez se les pide a los estudiantes que construyan las tarjetas que per-
mitirán adivinar los números elegidos. De este modo, tendrán que identificar
qué números sirven de divisores comunes a varios de ellos, listarlos, posterior-
mente identificar todos sus factores primos. Es en este punto que se define
un número primo de manera formal.
Las tarjetas resultantes tendrán una distribución como la mostrada en la
figura 7.4, variando únicamente en su organización.
Figura 7.4: Tarjetas de adivinación para el segundo caso de la Actividad 1.
Para el desarrollo de este ejercicio es ideal indicarle al estudiante que no
intente dividir alguno de estos números entre números primos mayores que
11, pues no tendrá un resultado exacto. Es posible que no obtenga resultados
exactos con los valores 2, 3, 5, 7 y 11 simultáneamente, por lo que pueden
plantearse otras preguntas orientadoras:
¿Qué caracteŕıstica común tienen los números que pueden ser divididos
entre 2? ¿Y entre 3, 5, 7 u 11?
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¿Podŕıas establecer un criterio que permita saber de antemano si un
número es divisible entre 2, 3, 5, 7, u 11?
Usando como catalizador las preguntas anteriores se puede socializar un cri-
terio de divisibilidad para 2, 3, 5 y 11. En el caso del 7, probablemente sea
necesaria una intervención más marcada del profesor, al ser un poco más
complejo que los demás.
7.2. Actividad 2: MCM y MCD
Objetivos: Se espera que, al terminar esta actividad los estudiantes
Conozcan y apliquen los conceptos de Máximo Común Divisor y Mı́ni-
mo Común Múltiplo.
Calculen el MCD y MCM de dos o más números usando el proceso de
descomposición factorial.
Se sugiere comenzar la actividad planteando los siguientes problemas; poste-
riormente se integrarán en una única vertiente:
1. Un panadero acostumbra a comprar harina a un proveedor que le abas-
tece a domicilio cada 5 d́ıas; le compra huevos a otro proveedor que
pasa cada 3 d́ıas y le compra mantequilla a otro que pasa cada 6 d́ıas.
Si desea hacer una única compra periódicamente de los 3 productos,
¿Cada cuántos d́ıas deberá hacerlo?
2. El cometa Harley se aproxima a la Tierra cada 24 años, mientras que
el cometa Bubble lo hace cada 20. Si en el año 2018 se aproximaron
simultáneamente, ¿En qué año volverán a coincidir?
3. Los pies de Andrés miden 36cm, mientras que los de Blanca miden
32cm. Los dos miden una calle con sus pies y encuentran que los dos
la pueden medir exactamente, ¿Cuál es la menor longitud de calle que
pueda cumplir esta condición?
Por supuesto, si los estudiantes no tienen presentes las nociones de MCM
y MCD, dif́ıcilmente podrán llegara a dar una respuesta razonada a la pre-
gunta. Sin embargo, no es indispensable presentarles tales definiciones, sino
que, a partir de preguntas catalizadoras se puede llegar conjuntamente a la
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respuesta. A continuación se sugieren algunas preguntas que pueden servir
para este propósito:
¿Es posible hacer la lista de cada cuántos d́ıas pasa cada uno de los
proveedores del panadero (o pasan los cometas, o mide un recorrido en
los pies de cada niño)?
¿Los números del ejercicio son números primos? (a la respuesta nega-
tiva, viene la segunda parte) ¿Cuáles son los números que sirven para
dividir cada cantidad?
¿Es posible representar en un dibujo las situaciones mencionadas?
A partir de este punto de podrán observar coincidencias entre los múltiplos
de cada valor, lo que llevará a la idea generalizada de la existencia de una
lista de elementos comunes entre los múltiplos de dos números dados. A con-
tinuación, será útil indicar el deseo de conocer el valor más pequeño posible,
llegando aśı a la idea de Mı́nimo Común Múltiplo. Aqúı conviene formalizar
este concepto.
A continuación, se sugiere continuar con las siguientes preguntas:
4. Se observan tres carreteras como las de la figura 7.5, con distancias
respectivas de 135km, 180km y 225km. Una ley establece que se deben
establecer estaciones de servicio distanciadas entre śı sobre la carretera
en una longitud constante. Aśı, para ahorrar dinero, la empresa distri-
buidora ha decidido establecer la menor cantidad de estaciones posibles
sobre las 3 carreteras, esto es, aumentando al máximo la distancia entre
estaciones, ¿Cuál ha de ser esta distancia?
5. La división textil de una empresa cuenta con rollos de tela de 45m y
25m. Puesto que los modelos se han modernizado, se pretende venderlos
en rollos más pequeños, con igual longitud; ¿Cuál ha de ser la medida
más grande posible que satisfaga los requerimientos de la empresa?
6. Un grupo de amigos desea construir varios zancos para divertirse. Su
intención es usar los más altos posibles; uno de ellos consigue tres lis-
tones de 7.2m, 6m y 4.8m ¿Cuántos pares de zancos pueden conseguir?
¿Cuál es la medida más alta que pueden conseguir con estos listones?
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Figura 7.5: 3 carreteras de 135, 180 y 225km, ¿Cuál es la mayor distancia a
la que se pueden ubicar las estaciones de servicio si en todas las carreteras
debe ser la misma?
Nuevamente, pueden ofrecerse preguntas que gúıen la actividad a la formali-
zación de MCD. Se sugiere nuevamente:
¿Es posible hacer la lista de cada cuántos kilómetros pueden ser dis-
puestas las estaciones de servicio (o cortados los rollos de tela) de tal
modo que se encuentren coincidencias?
¿Los números del ejercicio son números primos? (a la respuesta nega-
tiva, viene la segunda parte) ¿Cuáles son los números que sirven para
dividir cada cantidad?
¿Es posible representar en un dibujo las situaciones mencionadas?
Obsérvense las similitudes entre este conjunto de preguntas y las del caso
anterior; esto es importante, pues se evidencia una relación entre estas dos
ideas. A partir de aqúı se sugiere el análisis de los procesos de descomposición
factorial de cada número, y en ello, el cálculo de tanto el MCD como el MCM
de cada conjunto de números, incluyendo su factorización prima. Por último
se sugiere el siguiente contexto, del cual se puede deducir el Teorema 1.3.2:
Pablo y Maŕıa desarrollan un juego particular: quieren saber cuál es el
número que pueden obtener al hacer operaciones con billetes de distinta de-
nominación. A continuación encuentras una transcripción de su conversación:
—Con cuatro billetes de $5000 y dos de $2000 obtengo $16000 al
hacer una resta.
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—Pero si sumas un billete de $5000 y uno de $2000 tienes $7000.
Ese valor es menor.
— Pero si resto uno de $5000 y uno de $2000, tengo $3000.
7. ¿Puedes lograr alcanzar un valor positivo más pequeño como resultado?
¿Cuál? ¿Qué método seguiste?
8. Si esta vez se cuenta con monedas de $200 y billetes de $5000, ¿cuál es
el menor valor positivo que podŕıas obtener?
9. En caso de que tuvieras billetes de $4800 y otros de $8000, ¿cuál es el
menor valor positivo posible?
10. Si pudieras disponer de una cantidad ilimitada de billetes de denomi-
nación x, y y z, ¿cómo calculas el mı́nimo valor positivo posible?
Por supuesto, es importante el acompañamiento del docente en todo momen-
to, pues es quien conoce de antemano el propósito de la actividad. Además,
es importante (como en el caso anterior y los siguientes, por lo que se da
por entendido este detalle) socializar los resultados obtenidos y formalizar
las conjeturas e hipótesis realizadas, en caso de ser acertadas. Cuando una
hipótesis es errada, se sugiere encontrar contraejemplos que permitan refu-
tarlas experimentalmente.
7.3. Actividad 3: Béisbol y Matemáticas
Objetivos:
Presentar de una manera amena algunas propiedades de conjuntos
numéricos que puedan despertar curiosidad y entusiasmo en los es-
tudiantes.
Brindar herramientas básicas de análisis de números usando las opera-
ciones básicas de adición y multiplicación.
En el mundo del béisbol, y aun fuera de él es reconocido George Herman
Ruth Jr., o mejor conocido como Babe Ruth. Fue un beisbolista norteame-
ricano de la primera mitad del siglo XX, entre 1914 y 1935. Fue uno de los
cinco primeros personajes incluidos en el salón de la fama del béisbol en el
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año 1936, y fue declarado como el deportista del siglo por The Associated
Press. Terminó su carrera como beisbolista con el mayor récord de Homeruns
realizados, 714, superando a todos los existentes hasta el momento.
Dicho récord, considerado insuperable por muchos, se mantuvo por déca-
das, hasta que el 8 de abril de 1974, Hank Aaron romṕıa la marca con su
homerun número 715, frente a más de 53.000 espectadores presentes y otros
tantos miles a través de la televisión. Uno de aquellos era el matemático Carl
Pomerance, quien se interesó en estos dos números récord; buscando una
conexión notable entre estos dos beisbolistas se preguntó:
¿Qué podemos decir acerca de los números 714 y 715?
1. Calcula los factores primos de 714 y 715, luego súmalos en cada caso.
¿Qué obtuviste?
2. ¿Puedes encontrar otro par de números con los que se pueda conseguir
algo similar? ¿Algún par de ellos son números consecutivos?
3. Ordena los factores primos de 714 y 715 en una sola lista, ¿Qué obtie-
nes? ¿Puedes encontrar algún par de números consecutivos que cum-
plan la misma condición?
Esta actividad es guiada un poco más que las demás, pues se les indica a los
estudiantes qué acciones realizar. Sin embargo, también resultan trabajando
de forma independiente durante un tiempo moderado, pues la búsqueda de
parejas que cumplan las mismas condiciones que 714-715 no es elemental ni
inmediata.
Es importante definir los números de Ruth-Aaron en esta actividad, y la
posibilidad siempre abierta de encontrar elementos llamativos en distintos
conjuntos numéricos.
7.4. Actividad 4: Separando números
Objetivo: Al término de esta actividad se espera que el estudiante:
Realice búsquedas sistemáticas en conjuntos con una gran cantidad de
elementos.
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Figura 7.6: Diagramas de Young para representar las particiones de 8.
Comprenda la noción de partición de un número.
Identifique particiones especiales de un número dado.
1. Ya antes hab́ıamos buscado las formas en que el número 8 puede ser
representado como la suma de números más pequeños; una forma efi-
ciente y estética de presentar estas sumas es un Diagrama de Young,
en el que los números involucrados se presentan mediante cuadrados
adyacentes. Cada fila representa un número, de tal modo que las for-
mas de expresar a 8 como suma de elementos más pequeños pueden ser
apreciadas en la figura 7.6.
Aśı, una representación con 3 filas de 3, 3, y 2 cuadrados respecti-
vamente corresponde a la partición 3+3+2. Teniendo esto en mente,
¿Podŕıas construir los diagramas de Young para los números desde 1
hasta 10?
2. ¿De cuántas formas podŕıas escribir particiones del número 15 en 3
partes distintas?
3. ¿Podŕıas expresar el número 105 como una partición en la que sus
partes sean números consecutivos? (por ejemplo, 105=34+35+36).
El número de preguntas presentadas en esta actividad es reducido. Se busca
más que una serie de resultados, inducir un proceso ordenado en la búsqueda
de alternativas de solución para un problema que tiene muchas de ellas. Esta
habilidad será especialmente importante a partir de la actividad 6, pues una
Actividades Propuestas 169
mala organización puede implicar un fracaso en la búsqueda de soluciones, e
incluso, la no-comprensión de los problemas planteados.
7.5. Actividad 5: Cuadrados Mágicos
Objetivo: al término de la actividad se espera que el estudiante
Realice búsquedas sistemáticas en conjuntos con una gran cantidad de
elementos.
Comprenda y aplique la noción de partición de un número.
Pueda construir algunos tipos de cuadrados mágicos.
Un Cuadrado mágico es un arreglo de los números 1,2,3,...,n2 en un cuadrado
de lado n, de tal manera que la suma de cada fila, columna o diagonal sea
siempre la misma, denominada constante mágica.
El estudio de los cuadrados mágicos se remonta a la antigua China; según
la leyenda de Lo Shu (figura2 7.7), el cual se remonta al siglo XXIII a.C. De
acuerdo con esta , el emperador Yü descubrió este cuadrado en el caparazón
de una tortuga a orillas del ŕıo Lo.
Figura 7.7: Leyenda de Lo Shu (Escrito del ŕıo Lo).
1. El cuadrado de Lo Shu no es el único de su tipo. Construye un cuadrado
mágico de tamaño 3× 3.
2Imagen tomada de https://www.fengshui.net/wp-content/uploads/2018/12/
Lo-shu-turtle-as-seen-by-Emperor-Yu-FSML.jpg
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Figura 7.8: Melancoĺıa, de Alberto Durero.
2. ¿Qué dificultades encontraste en esta construcción? ¿Consideras que
debe existir un método para construir estos cuadrados mágicos?
3. Observa el cuadro Melancoĺıa, de Alberto Durero en la figura 7.8. ¿De
cuántas formas distintas puedes identificar la suma mágica?
4. En conjunto con tu profesor, analiza algunos procedimientos usados
para la construcción de Cuadrados Mágicos.
5. ¿Podŕıas construir un cuadrado mágico de orden 7 y uno de orden 8?
Puede apreciarse que esta actividad se divide en dos partes: la primera en la
identificación de un cuadrado mágico y la obtención de la constante mágica.
La segunda parte se refiere a los métodos de construcción de algunos de estos
cuadrados (sección 3.4). Mediante la aplicación de los métodos usados en el
caṕıtulo 3, pueden establecerse varios procesos formales como el cálculo de
constantes mágicas, traslaciones, rotaciones y reflexiones.
7.6. Actividad 6: Árboles, Banderas y ¿Trans-
milenio?
Objetivo: Ofrecer herramientas a los estudiantes para:
Establecer un criterio adecuado para la construcción de diagramas de
árbol.
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Figura 7.9: Esquema de árbol genealógico.
Distinguir en qué momento aplicar el Principio Fundamental del Con-
teo.
Esta actividad tiene como propósito formalizar el Principio Fundamental
del Conteo a través del uso de diagramas de árbol en distintos contextos.
Como se ha mencionado antes, es importante que el estudiante no desarrolle
individualmente sus actividades, pues sin la adecuada orientación no podrán
surgir espontáneamente los procesos, propiedades y términos indispensables
para la consolidación de bases adecuadas en el estudio de la combinatoria
enumerativa.
1. Tal vez en algún momento hayas reflexionado sobre cuántos ancestros
has tenido, y sobre tu árbol genealógico. Pues bien, veamos una recons-
trucción de este árbol (figura 7.9):
Tienes tus dos padres, ellos a su vez tuvieron dos padres, y ellos a
otros dos (en relación contigo serán respectivamente tus padres, abue-
los y bisabuelos). ¿Cuántos ancestros reúnes si cuentas hasta la cuarta
generación previa a ti (padres, abuelos, bisabuelos y tatarabuelos)?
2. Si se deseara conocer cuántos tatara-tatara-tatarabuelos (hasta la sex-
ta generación) tuviste, ¿podŕıas establecer un procedimiento compacto
para calcularlos?
3. En una competencia de relevos se le solicita a cada equipo que com-
ponga una bandera con dos franjas horizontales de colores distintos de
un total de 7 (Azul, Blanco, Rojo, Negro, Amarillo, Verde y Violeta),
como se puede apreciar en la figura 7.10. ¿Cuántas banderas distintas
pueden ser diseñadas?
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Figura 7.10: ¿Cuántas banderas distintas se pueden diseñar con 7 colores
ditintos?.
Figura 7.11: ¿Cuántas rutas distintas se pueden diseñar si deben iniciar en
la estación las Aguas hasta el Portal Usme?
4. Transmilenio propone la creación de una pequeña Ruta que vaya desde
la estación Las Aguas hasta el Portal Usme (π00). Para ello evalúan en
qué estaciones debe parar, cuántas posibles rutas distintas se pueden
diseñar? (ver figura 7.11)
Cada uno de los anteriores ejercicios puede ser planteado a través de un dia-
grama de árbol (en algunos casos más eficientemente que otros); es necesario
que el docente induzca este proceso mediante el uso de ejemplos. se sugiere
seguir el orden de los ejercicios planteados, de tal modo que mientras se va
ganando confianza en la construcción de estos árboles, también se evidencie
la incomodidad que puede llegar a generar con números e iteraciones cada
vez mayores.
De este modo, se puede llegar a establecer un principio multiplicativo que
permita ahorrarse el trazado de diagramas de árbol con una inmensa can-
tidad de ramas; tal principio no es otro que el ya mencionado Principio
Fundamental del Conteo (ver Teorema 4.2.1).
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7.7. Actividad 7: Contando Trayectorias
Objetivos:
Establecer de manera formal los procedimientos ideales en el cálculo de
operaciones como permutaciones, combinaciones, y permutaciones con
elementos repetidos.
Establecer un criterio de decisión que permita identificar en qué mo-
mento se utiliza cada una de las fórmulas arriba mencionadas.
1. Un ciclista desea trazar una ruta desde el punto A en la figura 7.12
hasta el punto D que pase por los puntos B y C una sola vez. ¿De
cuántas formas se puede trazar tal ruta?
Figura 7.12: ¿Cuántas rutas pueden ser trazadas desde A hasta D?
2. Un zoológico está dividido en 4 secciones aisladas una de otra, como se
observa en la figura 7.13. Un turista desea hacer el recorrido por todo
el parque recorriendo solo una vez cada sección. ¿De cuántas formas
puede programar su recorrido?
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Figura 7.13: ¿De cuántas formas puede ser recorrido un zoológico con esta
distribución (teniendo en cuenta el sentido de flujo)?
3. ¿Cuántas rutas posibles pueden ser trazadas desde el punto (0, 0) hasta
(5, 4) en la figura 7.14?
Figura 7.14: ¿De cuántas formas se puede construir un camino desde (0, 0)
hasta (5, 4)?
4. Ahora, ¿Cuántos caminos pueden construirse desde (0, 0) hasta (n, n)
sin cruzar la diagonal?. En la figura 7.15, en color azul se muestra una
trayectoria válida, mientras que la de color naranja es incorrecta al
cruzar la diagonal en más de una ocasión.
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Figura 7.16: Direcciones posibles. ¿Cuántos caminos hay desde (0, 0) hasta
(m,n)?
Figura 7.15: ¿Cuántos caminos pueden construirse desde (0, 0) hasta (n, n)
sin cruzar la diagonal?. En color azul se muestra una trayectoria válida,
mientras que la de color naranja es incorrecta al cruzar la diagonal en más
de una ocasión.
5. ¿Cuántos caminos hay desde (0, 0) hasta (m,n) suponiendo que en esta
ocasión se añaden desplazamientos diagonales (figura 7.16)?
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7.8. Conclusiones y recomendaciones
Es importante recalcar lo que se ha dicho en repetidas ocasiones a través
de este caṕıtulo: las actividades aqúı propuestas no son recetas infalibles que
se puedan aplicar a uno o varios estudiantes sin un acompañamiento constan-
te. Las preguntas planteadas sirven sólamente como un medio para generar
dudas que serán discutidas en el aula para lograr una formalización exitosa.
Dicho lo anterior, se concluye (y recomienda) lo siguiente:
Un estudio profundo en cualquiera de los temas presentados en este
documento puede abarcar un curso completo de exploración. Es im-
portante dar un tiempo prudente a cada uno, de tal modo que no se
privilegie la cantidad en detrimento de la calidad.
La obtención de resultados académicos (calificaciones) no debe ser un
objetivo primordial en el desarrollo de estas actividades, pues más que
dar por finalizado el aprendizaje de un tema dado, es un proceso de ex-
ploración y potenciación de habilidades que vaŕıa en ritmo de persona
a persona. Un proceso llevado a cabo de manera concienzuda general-
mente culmina en buenos resultados académicos de forma natural.
El orden propuesto para estas actividades es flexible, pues, aunque se
presentan de un modo aparentemente progresivo, también puede reor-
denarse de acuerdo a las necesidades particulares de cada contexto.
Las actividades propuestas hasta este momento no representan un tra-
bajo absolutamente terminado. Son susceptibles de ser mejoradas, re-
planteadas y reorganizadas en función de las necesidades de cada grupo,
docente o institución (por mencionar algunas variables). Por este mo-
tivo, queda abierta la invitación a nutrir este instrumento según sea
pertinente, y consiguientemente, comentarlo en la misma medida. A
través de Dropbox se comparten estas actividades en su versión final3,
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diantes de tercer ciclo, Universidad Nacional de Colombia, Bogotá, 2011.
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